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1 Globale ekstrema (6.1)

Forelaesning 1: Differentialregning og stamfunktioner 26. August 2024

Et kritisk punkt er ethvert punkt med en haeldning pa 0.

Definition 1: Definition af kritisk punkt

c er et kritisk punkt for f hvis f'(c) =0

1 Globale ekstrema (6.1)

Vi har generelt, at et globalt ekstrema for en funktion kun kan indtreeffe i kritiske punkter eller i endepunkter
for en funktion. Altsa kan alle globale ekstrema findes ved at undersgge alle kritiske punkter og begge (eller
det ene eller ingen athsengigt af funktionen) endepunkter kan alle globale ekstrema findes.

Eksempel 1.1: Maksimum for en funktion

Vi gnsker at finde maksimum for funktionen

I

pa intervallet [0,8].
For at ggre dette findes den afledte f’ som

Denne sattes dernsest lig 0 som

Dernaest kan x isoleres som

2 _1
Sr3 =2x~ 3

5r = 2
2
r=-.
5
Altsa er funktionens kritiske punkt i intervallet fundet til z = % Vi skal altsa evaluere funktionen i
det kritiske punkt « = 2/5 og i begge endepunkterne x = 0 og x = 8. Vi far altsa at
f0)y=0
f8)=12-96=-84
2
f (5) = 0,977

Altsa er det kritiske punkt x = 2/5 altsa et maksimum.




2 Maksimeringsproblemer (6.2)

2 Maksimeringsproblemer (6.2)

Eksempel 2.1: Maksimeringsproblem i to variable

Vi gnsker at finde to positive tal x og y der opfylder
z+ 3y =30

s 22y bliver maksimeret.

Vi gnsker altsa at maksimere
m(z,y) = z%y
For x 4+ 3y = 30. Altsa findes fgrst et udtryk for y som

z+3y =30 = y:IO—g.

Dette indseettes i m(z,y) som

3
2 z 2 T
=22 (10-3) = 1002 - .
m(x,y) =x ( 3 x 3
Vi gnsker nu at finde optimeringsgraenserne. Vi ved at z,y < 0. Vi har fra fgr at
y>0
x
10—->0
3

a8
10> -
3

x < 30.

Vi har altsa, at 0 < & < 30. Dermed skal m(x,y) maksimeres for 0 < x < 30. Vi finder de kritiske
punkter som

0=m'(z,y)
0 = 20z — 22
0=2(20 — x).

Altsa er x = 0 og x = 20 lgsninger, dog forkastes © = 0 da denne ikke er inde for optimeringsgraensen.
Vi kan dermed evaluere funktionen i begge endepunkter og i det kritiske punkt som

f(0)=0
f(30)=0
£(20) = 1333,33....

Altsa er funktionen maksimeret i = 20. Dette tilsvarer en veerdi af y pa

20
=10- =
Y 3
30-20
B
10




3 Stamfunktioner og ubestemte integraler (7.1)

3 Stamfunktioner og ubestemte integraler (7.1)

Definition 2: Stamfunktion

F(z) er en stamfunktion til f(x) hvis der geelder at F'(z) = f(x).

Definition 3: Ubestemt integrale

Lad F(z) veere en stamfunktion til f(x). Sa er det ubestemte integrale af f(x) givet ved

/f(x)dx:F(x)—i-C

Hvor C' er en konstant.




5 Komplicerede integraler og differentialer

4 Simple integraler og differentialer

/(@) f'(x) F(x)
kx™ n- kg1 n+1 k_gntl 4 C
kec® ck - e T+ C
kx - e (ckx + k) Lo (e —1)e™
kac® ck -In(a) - a®® Ckl‘::z +C
In(z) 1 z-(In(x) —1)+C
log,, () mh}(a) % +C
. — In(z) +C
ez, () w4 ¢
Asin(kz + ¢) kA - cos(kx + ¢) —A cos(kz + ¢) + C
Acos(kz + ¢) —kA -sin(kx + ¢) 2sin(kz + ¢) + C
Atan(ke +¢) | kA~ (tan(kz +6)* +1) | 52 (0 (spiaper) ) + €
f(@) +9(x) f'(x) +g'(x) F($)+G(1‘)+C
f@)-glx) | f@)g (@) + [ (x)g(x) — [ f'(@)G(x)dz +C
fg(x)) g (@) f'(g(x)) Brug substitution
583 9@ ((Z)(yf(r)g/(z) Brug delvis integration
55} (ff/ff)))2 In|g(z)| +C
va" 3at! ter + C

5 Komplicerede integraler og differentialer

Hvis dit udtryk er pa formen

/f x) dx

Brug da Integration ved Substitution. Hvis dit udtryk er pa formen

/ f(2)g/(z) da

Brug da Delvis Integration. Hvis dit udtryk er pa formen

Brug da Kaedereglen.

5.1 Kaedereglen

Keedereglen foreskriver at den afledte

(o).




6 Integration ved substitution (7.2)

Forelaesning 2: Integration 2. September 2024

6 Integration ved substitution (7.2)
Integration ved substitution kan forstas som keedereglens inverse.
Definition 4: Integration ved substitution

Lad f og g veere funktioner. Med substitutionen u = g(x) er

[ #a@) @) do = [ f(u)du= Fw) = Flg(a)
hvor F er en stamfunktion til f. Ofte skrives
du = ¢'(z) dx.

Hvilket gor det lettere at huske formlen.

Eksempel 6.1: Et simpelt eksempel
Vi gnsker at bestemme

/83: (4332 + 8)6 dz.

Vi seetter u = 422 + 8 og far dermed du = 82 dz. Dermed fas

7
6 U
du = —.
/u U

Saettes definitionen af v ind i det ovenstaende fas
7 2 ¥
6 U (42% 4 8)
8r (422 +8) = — ="~
/ z (42” +8) = e
Eksempel 6.2: Et mere kompliceret eksempel

Vi gnsker at finde

/x3\/ 3zt 4+ 10dz.

Vi saetter u = 3z* + 10 og far dermed du = 122>. Ved at gange integralet fra for med 1 = % bliver
integralet til

1
4 3
—12/ 3x4 + 10122° d.

1 1 /2 5 1
ﬁ/ﬁdu—ﬁ<gu2)——8u .

Definitionen af v kan nu indsaettes igen som

/;«3\/31«4 +10dz = %8 (324 +10) 7.

Dernegest kan u indseettes som

o

—_




7 Fundamentalsaetningen for calculus (7.4)

7 Fundamentalsatningen for calculus (7.4)

Definition 5:

[Bestemte integraler] Hvis f er en positiv funktion sa angiver det bestemte integral

/abf(:v)dx

arealet mellem z-aksen og funktionen f over intervallet [a, b].

Satning 7.1: Fundmentalsatningen for calculus

Hvis f er en kontinuert funktion pa intervallet [a, ], og F' er en stamfunktion til f sa er

b

/ F(@)dz = F(b) — F(a) = F(z)

a

Eksempel 7.1: Simpelt bestemt integral
Vi gnsker at finde f13 322 dz.

Forst bestemmes det ubestemte integral som

/3962 dz = 22,

Dernaest benyttes fundamentalsaetningen for calculus som

3
/ 3z2dx = 3% — 1% = 26.
1

Eksempel 7.2: Et mere bgvlet bestemt integral

Vi gnsker at finde f04 2216 — 22 dz.

Forst findes det ubestemte integral ved at szette u = 16 — 22 og dermed far du = —22 dz. Vi kan altsa

skrive integralet som
/2x\/16—m2dx = —/\/ﬂdu: —/u%du.

Dette integral lgses nu som normalt som
2
—/u%du =-Zu? te
3
Dermed kan substitutionen saettes tilbage ind som

—; (16 —xz)% +c.

10



8 Delvis integration (8.1)

Og slutteligt kan integrationsgraenserne igen indsaettes som

4 4
/2@“\/16—x2dz:—§(16—x2)%
0 0
2
= - ((16-4%)7 - (16-0%)7)
)
:% 162
:%16-@
_ 128
-2

Note fra Basse: Hvis man laver en fortegnsfejl til eksamen er det vigtigt at man laver en mere — sa passer
pengene. Man skal altid have et lige antal fortegnsfe;jl.

8 Delvis integration (8.1)

Delvis integration er produktreglens pendant pa samme made som integration ved substitution er keedereglens
pendant.

Satning 8.1: Delvis integration

Der geelder

Med du = v/(z) doz og dv = v'(x) dz kan det ovenstaende skrives som

/udv:uvf/vdu.

Eksempel 8.1: Simpelt integral med delvis integration

/21567296 dz.
28

Vi seetter u = x og dv = e~2%. Vi gnsker at finde et udtryk for v og derfor integreres dv = e~2* som

/672”” dz = 716721.
2

Vi gnsker at bestemme

Vi far dermed

11



8 Delvis integration (8.1)

Vi har tidligere fundet f e 2 dr = —%6*2””. Dermed bliver det ovenstaende

1 1 1
—2x _ = —2x . _ T2z
/xe dx = 2me + 5 ( 26 )

Eksempel 8.2: Et mere kompliceret eksempel med delvis integration

/ In 22 dz.

Vi saetter v = In 2z og dermed fas du = % -2dx = xd% dermed fas dv = dz. Dermed bliver det
ovenstaende til

Vi gnsker at finde

/1n2xdx=ln(2x)~x—/x~ldm
%

=In(2z) -z —2x
=z (In(2z) - 1).
Eksempel 8.3: Dobbelt delvis integation
Vi gnsker at finde

/achm dx.

Vi seetter u = 22 og dv = e*. Dermed fas du = 2z og v = €. Det ovenstdende integral bliver derfor

/:CQex dz = 2%e® — 2/SL‘€$ dz.

Vi kan derneest lose [ xe® dz med delvis integration ved at saette u = z, du = dz, dv = e dz og
dermed v = e®. Vi far dermed

/xemdx:xem—/exdx:xex—ex:em(x—l).
Dette kan saettes tilbage ind i det forste integral som

x2e” — Z/mewdx =a2%e" — 2" (x — 1) =" (z* = 2(z — 1)).

Eksempel 8.4: Et hurtigt integral med delvis integration

Hvis vi gnsker at finde
/ sin(z)e” dz

kan vi seette u = sinx og dermed fa du = cos x. Dette virker umiddelbart ikke til at give et nemmere
integral men hvis formlen bruges igen fas ddu = —sin(z) og vha. delvis integration fas dermed et
udtryk hvor det samme integral star pa begge sider af lighedstegnet og lgsningen til dette integral kan
derfor isoleres herfra. Dermed kan integralet lgses uden egentligt at beregne et integral. Dette er vist

12



9 Uegentlige integraler

nedenfor
/sin re® dr = sinxe” — /cos ze® do
/cos re¥ dr = cos xe” — / —sinze” dx
/Sin ze® dx = sinze® — cos xe® — /sin re® dx

2 / sin ze” doz = sin ze® — cos ze”

. sin xe® — cos xe®
sin ze® dax = 5 .

9 Uegentlige integraler

Et uegentligt integral er ethvert integral, der har enten oo, —oco eller begge som en af eller begge sine
integrationsgraenser.

Saetning 9.1: Uegentlige integraler

For et integral med gvre integrationsgraense pa oo har vi

0 b
/ f(zx)dz = bli}m f(z)da.

a

Og tilsvarende for et integral med nedre integrationsgraense pa —oo har vi

b b
/ f(z)da = EI}I f(z)d.

For et integral med funktionsgreenser pa —oo og oo har vi i stedet

/_o; f(@)de = /_Ooo f(@) dq:—|—/000 f(a) d.

Eksempel 9.1: Eksempel pa beregning af et uegentligt integral

o0
/x_.
1

Forst benyttes seetningen fra ovenfor sa vi far at

Vi gnsker at finde

wlw

o 3 E 3
/ z~2dx = lim 2 dx.
1

b—oo Jq

Vi bestemmer dernaest integralet som

/mz—%dx——%—% w——2<i—1) —2(1—i)
1 ] Vb Vo)
Vi lader derefter b — oo vi far dermed

blim Vb = 0.

ade o]

13



9 Uegentlige integraler

Vi far dermed

Dermed er lgsningen fundet.

14



11 Introduktion til komplekse tal

Forelaesning 3: Komplekse tal 9. November 2024

10 Kort gennemgang af trionometri

For vektorer i planen gaelder, at
w-v = |ul|v|cos b

hvor # er vinklen mellem de to vektorer og - angiver det indre produkt, ogsa kendt som prikproduktet.

Note: Der er ingen lyd pa optagelsen herfra og de naeste 40 minutter frem sa de naeste par noter er taget
alene pa baggrund af en meget lille video, derfor tages der forbehold for fejl i det fglgende, omend dette
heller ikke er den vigtigste del af foreleesningen.

10.1 Additionsformlen for cosinus

Givet en vinkel # = a4 f kan cos @ findes vha. en additionsformel safremt cos « og cos 8 er kendt. Vi kan
opskrive prikproduktet som

cos(B—a)=1u -0
cos f3 Cos «
sin 3 cos 3

= cosa.cos 3 + sin asin .
Vi har altsa nu vist at
cos(f —a) = cosacos B+ sinasinf = cos(a+ 3) = cos (—a) cos 5 + sin (—a) sin 5.
Idet cosa = cos(—a) og sin(—a) = —sin« kan det ovenstaende omskrives til
cos(a+ ) = cos acos B — sin asin .

10.2 Additionsformlen for sinus
Idet cos og sin blot er faseforskydninger af hinanden ma fglgende udtryk for sin(a + ) geelde
sin(a 4+ ) = —cos(a + 8 + g)
Vi kan da benytte additionsformlen for cos pa det ovenstaende som
. T . . T
sinfa + 8) = — (cosacos(ﬁ + 5)) —sinasin(f + 5)
Vi har at cos(8 + 5) = —sin 3 og sin(8 + 5 ) = cos 8 derfor kan det ovenstaende omskrives til

sin(a 4 ) = cos asin § + sin « cos 3.

11 Introduktion til komplekse tal

Definition 6: Den imaginzere enhed

Den imagingere enhed ¢ opfylder

15



11 Introduktion til komplekse tal

Definition 7: Komplekse tal

Et komplekst tal z € C er givet ved
z=a+1b

Definition 8: Realdelen og imaginardelen af et komplekst tal
Realdelen af det komplekse tal z = a + ib R(2) er givet som

R(z) = a.
Tilsvarende er imaginaerdelen af z §(z) givet ved

S(z) = b.

11.1 Regneregler for komplekse tal
Lad z; = a1 + ib; og 2o = as + iby da geelder folgende relationer

21+22:a1+a2+i(b1+b2)
2129 = (0,1 + ibl)(ag + Zb2) =ajag — b1by + i(a162 + agbl).

Eksempel 11.1: Multiplikation af to komplekse tal

Vi gnsker at lgse
(3+ 2i)(4 — 29).

Vi ganger parenteserne ud og far
(3+2i)(4—2i) =3-4+2i(—2i) +3(—2i)+2i-4
=12+ (—4)i® + —6i + 8¢
=16 + 2.

11.2 Det komplekse talplan

hvor a € R og b € R. Det ovenstaende kaldes ogsa standardformen for et komplekst tal.

Det komplekse talplan er et (}, 3)-plan saledes at den traditionelle z-akse angiver realdelen af det komplekse
tal og den traditionelle y-akse angiver imaginaerdelen af det komplekse tal. Ethvert komplekst tal vil da kunne

angives som et punkt pa dette plan, mens ethvert reelt tal vil kunne findes langs R-aksen (“z”-aksen).

Definition 9: Absolut vaerdi

Den absolutte veerdi |z| af et komplekst tal z = a + ib er givet som
|z| = Va2 + b2.

Dette tilsvarer afstanden fra det komplekse tal til origo i det komplekse talplan.

16



11 Introduktion til komplekse tal

Definition 10: Kompleks konjugering
Den komplekse konjugering z af det komplekse tal z = a + @b er
Z =a — 1ib.

Altsa er den komplekse konjugering et fortegnsskifte pa imagineerdelen (z).

Desuden geaelder det at for to komplekse tal z; og 22 er |z1 + 22| afstanden mellem z; og 25 i det komplekse

talplan.

Eksempel 11.2: Afstande i det komplekse talplan

Vi gnsker at bestemme hvilke af de komplekse tal

z1 =4+ 2
Z2:3—3i
Z3:—1

der ligger teettest pa hinanden i det komplekse talplan.

Forst findes afstandende mellem alle tre tal i det komplekse talplan som
|z1 — 22| = |4 =3+ 2i + 3i| = |1 — 5i| = V26
|21 — 23| = |4+ 1+ 2| = |5+ 2i| = V29
|zo — 23| = |34+ 1—3i| =4 — 3i| = V25 =5.

Altsa er de to tal der ligger teettest pa hinanden i det komplekse talplan ud af de givne tal z5 og z3

11.3 Division med komplekse tal
En vigtig udregning er at
2Z = (a +ib)(a — ib) = a® + b* = |2|%.

Altsa giver produktet af et komplekst tal og dens konjugerede et reelt tal. Dette er et yderst vigtigt resultat.
Hvis der divideres med |z|? pa begge sider far vi nemlig at

1 z

z 1 =
s = -=—=
2 2 |z]?

2|
Altsa har vi fundet z’s multiplikative inverse til % Dette gor det da muligt at dividere da

21 1 Z2
— =2 = 25
22 22 |2’2|

17



11 Introduktion til komplekse tal

11.4 Samling af nyttige regneregler for komplekse tal

Vi har generelt fplgende regneregler for komplekse tal (z1 = aq + b1, 20 = agibs)

21+ 20 =aq +(12+Z(b1+b2)
Zl—Zzzal—a2+i(b1—b2)

Z122 = a1a2 — bibgy + i(a1b2 =+ agbl)

Z1 ZZ2
Z B |Z2|2
z] = |2|
|z122] = |21]] 22|
21| el
AR

R1R2 = 2172

21 Z1
29 Z

Eksempel 11.3: Eksempel pa division

Vi gnsker at finde

Vi far vha. regnereglen at

142 (1+2i)(2+ 34)
2-3 |24+ 302

_ 2-6+3i+4
42432
-4 7.
— —1.
13 13

Eksempel 11.4: Eksempel pa brug af flere regneregler med division

Vi gnsker at finde

4i(3 + 49)
(T+2i)(1—1)

Vi benytter regnereglerne som

4i(3 + 44)
(14 24)(1 —1)

o |4d]|3 + 44
1+ 261 =4

W
T VBV2
20

~ V10
= 2v/10.

18



12 Poleer form af komplekse tal

12 Poleer form af komplekse tal

For et komplekst tal z i det komplekse talplan kan et linjestykke fra origo til det komplekse tal tegnes.
Vinklen 6 mellem dette linjestykke og R-aksen betegnes et argument af x. Vi kan opskrive fglgende udtryk
for z som
a |z| cos 0 o
= = |z|(cos @ + isin§).
b |z| sin 0
Definition 11: Den komplekse eksponentialfunktion

Den komplekse eksponentialfunktion e?® er defineret som

9 = cos® + isinb.

ol
Altsa kan et komplekst tal z skrives pa poleer form som

z = |z]e®.

12.1 Multiplikation pa polser form
For z; = €' og 25 = ree'®? gaelder:

2129 = r7ro(cos 01 + isin 61 )(cos Oy + isin bs)
= 1172 ((cos 01 cos O — sin 0y sin O3) + i (cos 0 sin Oy + sin 61 cos b2))
= 1179 (cos(01 + 02) + isin(f; + 62))
= T1T2ei(01+92)_

Bemeark at ovenstaende medfgrer at
L — rneina

Eksempel 12.1: Omregning fra standard til polaer form

Vi gnsker at skrive z = —2 + 2i pa poleer form.
Forst indses at absolutveerdien af z er
2| = V22 + 22 = V8.

Det indses at vinklen 6 er i 2. kvadrant og derfor ma ¢ veaere lig 5 plus lidt mere. Herfra kan vi
benytte trigonometri saledes at vi far en retvinklet trekant med kateter med lzengde 2 og hypotenuse
med lzengde /8. For at finde vinklen kan trigonometri benyttes som

(3 (9)4

Altsa er den samlede vinkel 0

12.2 Kvadratrgdder af komplekst tal
Givet et komplekst tal d = re?¥ er dets kvadratgdder

+Vd = +/reis.
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12 Poleer form af komplekse tal

Bemserk, at ethvert komplekst tal ha praecis to kvadradtrgdder.

12.3 Andengradsligning

For a,b,c € C og med a # 0 er en general andengradsligning
az? +bz4+c=0
er kvadratroden af diskriminanten D givet ved
+vD = 2az +b.

Og andengradsligningens generelle lgsning er

_ —b+VD
zZ = % .

Vi har fglgende fremgangsmade for at lgse en andengradsligning az? + bz + ¢ = 0:

1. Udregn diskriminanten D = b — 4ac
2. Bestem poleer form D = re'?
3. Bestem kvadratrgdderne ++/D = i\/?ei%

4. Indseet i formlen for lgsning af andengradsligning;:

_ —b+VD
z = % .

20



13 Kendte uendelige rackker

13 Kendte uendelige raekker

Fglgende er eksempler pa kendte uendelige rackker.

13.1 Den geometriske rackke

Den Geometriske Raekke foreskriver at a, z € C, for

o
E az".
n=0

Denne har summen

13.2 Den harmoniske rakke

Den Harmoniske Raekke er defineret som

> !
n=1 n
Denne raekke er divergent. Faktisk er den et eksempel pa den mere generelle
>
n=1 nP

som er konvergent for p > 1 og divergent for p < 1.

13.3 Basel-problemet

Basel-problemet er defineret som
o0

1

Denne er ligeledes et eksempel pa en raekke pa formen
>
n=1 nr

med p = 2 og den er derfor konvergent. Faktisk er summen

o 1 2

™
2.2 G

n=1



15 Konvergens/divergens af talfglger

Forelaesning 4: Talfglger og uendelige rakker 16. September 2024

14 Talfglger

En talfslge er typisk defineret enten
e ved en lukket formel
e ecller induktivt

Eksempel 14.1: Eksempel pa induktivt defineret talfglge

Givet en initialveerdi a; = A og et induktionstrin

1 LA
Gnt1 = = | an
g an + 1

er en induktivt defineret talfslge givet. Det viser sig faktisk at den ovenstaende talfglge netop bliver
VA for n — oo.

14.1 Fibonaccis talfglge

Et andet bergmt eksempel pa en induktivt defineret talfslge er Fibonaccis talfglge der er givet ved initi-
alveerdierne ag = 0,a; = 1 og induktionstrinnet

Ap = Ap—1 + Ap—2.

Det viser sig at Fibonaccis talfglge faktisk kan skrives pa en lukket form som

(5 - (5)

Her kan det bemsaerkes at 1+2\/5 er det gyldne snit.

15 Konvergens/divergens af talfglger

Definition 12: Konvergens af talfglger

En talfglge a,02 | = a1, a2, as, ... kaldes konvergent med grenseverdi a, skrevet
ap, —a for n— oo eller lim a, = a,
n—oo

hvis vi for enhver tolerance € > 0 kan ga langt nok ud i talfglgen (fra og med et indeks N) sa
n>N = |a, —a|] <e

Hvis n > N ikke medfgrer |a, — a| < € sa kaldes talfplgen a,22 ; i stedet divergent og tilskrives ikke
en graensevaerdi.

Eksempel 15.1: Konvergens af den harmoniske talfglge

Vi gnsker at finde ud af om + er konvergent mod 0.

n
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16 Regneregler for graenseveerdier

Vi benytter definitionen fra ovenfor som

lan — 0] =

S

sa for en tolerance € > 0 geelder

1 1
—=la,—0|<e <= n>-.
n €

Dermed er det vist, at fra og med et indeks N > %, sa er a, indenfor en tolerance € fra 0.

Eksempel 15.2: Divergens af simpel alternerende talfglger
Vi betragter nu talfglgen givet ved a, = (—1)"
Opoeq =—1,1,-1,1....

Det indses hurtigt at raekken er divergent, da vi aldrig kan veelge en veerdi for graenseveerdien a saledes
at en tolerance 0 < € < 2 er opfyldt.

16 Regneregler for graensevaerdier
Saetning 16.1: Regneregler for graensevardier
Lad lim a, =a og lim b, = b, sa geelder

n—oo n—oo

lim (ap, +b,) =a+b

n— oo

lim a,b, = ab

n—oo
lim 2% = 2 his b #£0
n— 00 b

lim f(a,) = f(a) hvis f er kontinuert i punktet a.

Eksempel 16.1: Eksempel pa brug af regnereglerne

Givet
n

—5nt — 3n3esn(R)

B 17n* + 3n% — 5cos (1)

Qn
gnsker vi at bestemme om a, 2 ; er konvergent og i sa fald hvad dens graenseveerdi er.

Vi starter med at forkorte hele udtrykket med n* sa vi far

B 174+ 3 — Zcos (1)

a, =
n 5 3e(3)
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16 Regneregler for graenseveerdier

Vi kan nu finde graenseveerdien for hvert led som

3
n—oo n
w3 g =
. 1
lim cos | — | =cos(0) =1
n—00 n
3
lim — =0
n—oo n
lim esin(n) esinO -1
n—roo

Alt dette kan sattes tilbage ind i udtrykket sa vi far
17+0+0-1 17

lm g, =—————=—

el 5-0-1 5

17

Altsa er talfglgen konvegent med graenseveerdi a = .5

Definition 13: Begraenset talfgige

ano® ; kaldes begrenset hvis der findes et tal M > 0 sa |a,| < M for alle n.

Saetning 16.2:

Hvis a,02, er begraenset og lim b, = 0 sa geelder
n—o0
lim apb, =0 da |a,b,| < M|b,| — 0 for n — oco.
n—oo

Eksempelvis er

o1
lim = cosn® =0
n—oo N

da |cosn3| < 1.

Definition 14: Monotone talfglger

anyp; kaldes voksende hvis
an < anpyq for alle n.

any> , kaldes aftagende hvis
Qp > apyq for alle n.

Enhver voksende eller aftagende talfplge kaldes ogsa en monoton talfglge

Satning 16.3:

For en monoton talfslge gaelder
konvergent <= begrenset.



17  Uendelige raekker

17 Uendelige raekker

En uendelig raekke er summen af alle elementerne i en talfglge
(o)
o
n=0

Definition 15: Den k’te afsnitssum
Den k’te afsnitssum Sy, er givet som

k
Sk:Zan:a0+a1+a2+...ak_1+ak.

n=0

Afsnitssummerne danner en talfglge

So = ag,S1 =ag+ay,S =ag+ay+as,....

17.1 Konvergens og divergens af uendelige raekker
Seetning 17.1: Konvergens af uendelige raekker

Hvis talfglgen af afsnitssummer S 2, er konvergent med klim Sk = S, sa siger vi, at den uendelige
—00

raekke Y7 a, er konvergent med sum

Hvis Sir2 derimod er divergent siges summen Y a,, er divergent.

Satning 17.2: n’te-ledstesten for divergens

Hvis talfglgen a, 52 er divergent eller lim a, # 0 si er den uendelige raekke Y >  a, divergent.
n— oo

Hvis lim a, = 0 kan vi derimod ingen konklusion drage.
n—oo

Vha. n’te-ledstesten ovenfor kan det hurtigt indses at fglgende raekker er divergente

o0 oo o0
> > D" ez > 1
n=0 n=0 n=0

Definition 16: Geometrisk raekke

Lad a, z € C, sa kaldes

for en geometrisk rekke.
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17  Uendelige raekker

Saetning 17.3: Summen af en geometrisk raekke
Reekken er konvergent, hvis og kun hvis, |z| < 1 eller hvis a = 0. Summen af den geometriske raekke

er da
= a
g az" = 7 .
—z
n=0

Vi starter med at omskrive summen til
o0

[oe)
E az”zag ",
n=0

n=0

Vi kan nu finde et eksplicit udtryk for afsnitssummerne
SN B, SRR &

Hvis vi nu ganger summen med z far vi
28, =2+ 22+ ...+ ZFL

Vi kan nu traekke disse to afsnitssummer fra hinanden som
kil 11—z
Sk—sz:(l—z)Skzl—z

For |z| < 1 har vi klim 21 = 0 og dermed bliver summen fra starten af beviset
—00

Q.E.D.
Eksempel 17.1: Lgsning af Zenos Igbebane-paradoks

Zenos lgbebane-paradoks kan skrives som
(o) oo n
1 1
>x-2(3)
n=1 n=1
Dette minder om en geometrisk rackke, men den har startveerdi n = 1 hvor en geometrisk raekke har

startveerdi n = 0. Vi kan sendre indekseringen som

n=1 n=0 n=0
% og kan derfor bruge lgzjsningsformlen sa

1\" 1
T
l—3

Altsa kan hele lgbebanens straekning tilbagelaegges og der er derfor ikke et egentligt paradoks.
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17  Uendelige raekker

Satning 17.4:
Man kan bevise at rackken
>
n=1 L
Er konvergent for p > 1 og divergent for p < 1.
Eksempel 17.2: Den harmoniske raekke
Den harmoniske rackke
>
n=1 n
er lige netop divergent idet det kan skrives som
>
i P

med p = 1. Summen divergerer dog ekstremt langsomt. De fgrste 1 million led summerer til lidt over
14, men summen er altsa stadig divergent.

Eksempel 17.3: Basel-problemet
Rekken
oo
>
—~ n2
er derimod konvergent idet det kan skrives pa formen
= 1
>
n=1

med p = 2. Faktisk summerer summen til %2.

Saetning 17.5: Sammenligningskriteriet

Lad 0 < a, < b, for alle n, sa galder
e Hvis > 7, by er konvergent, sa er > a, ogsa konvergent
e Hvis > 7 ja, er divergent, sa er Y~ b, ogsa divergent

Sammenligningskriteriet bliver staerkere des flere rackker man kender.
Eksempel 17.4: Eksempel pa brug af sammenligningskriteriet

> (i)

n=1

Hvis vi har summen

sa kan det hurtigt indses at denne er divergent, da leddene i summen altid er stgrre end leddene i den
harmoniske raekke som er divergent.
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17  Uendelige raekker

Hvis vi derimod har summen
oo

1
Zn2—|—2n—1

n=1
kan det hurtigt indses at denne er konvergens, idet leddene altid er mindre end leddene fra summen
i Basel-problemet som er konvergent.

Definition 17: Absolut konvergens

Reekken Y 7 a, kaldes absolut konvergent hvis > 7 |a,| er konvergent.

Satning 17.6: Sammenhang mellem konvergens og absolut konvergens

Hvis en sum er absolut konvergent sa vil den altid ogsa veere konvergent.

Eksempel 17.5:

Hvis man gnsker at bestemme om summen

COS 713

>

n=1

n2

Kan man vha. sammenligningskriteriet indse at denne er absolut konvergent og derfor ogsa konvergent

da

3

cosn 1

_Tl2

n2

Bemark dog at en konvergent raekke ikke ngdvendigvis behgver at veere absolut konvergent da summen

oo

—_1)n
>y (Gl
n=1 n
er konvergent men ikke absolut konvergent.
Saetning 17.7: Kvotientkriteriet
Hyvis der for leddene a,, gzlder:
lim St | R

n—o00 Ay

Sa har vi
e R < 1: Reekken > a, er konvergent
e R > 1: Reekken > 7 a, er divergent

e R = 1: Ingen konklusion kan drages

Eksempel 17.6: Brug af kvotientkriteriet

Vi gnsker at bestemme om raekken

o0 577/
2
n=0
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17  Uendelige raekker

er konvergent.

Fra kvotientkriteriet har vi

5n+1
An41 (n+1)!
G i—,
Det ovenstaende kan omskrives til
nl5ntl 5

(n+ 15" n+1

Vi finder graenseveerdien for n — oo som

lim = 0.

Dvs. R = 0 sa raekken er konvergent pr. kvotientkriteriet.
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18 Kendte Taylorpolynomier

18 Kendte Taylorpolynomier

I det fglgende vil et par kendte Taylorpolynomier med udviklingspunkt omkring x = 0 opskrives.

18.1 Sinus
Taylorrackken for sin(x) er
: ~ 1 3 1 5 1 7 _ - (_1)n 2n+1
sin(z) = x i + 120° ~ 5oa0® +...—7§(2n+1)!x .
18.2 Cosinus
Taylorreekken for cos(x) er
z? zt = (_1)71 2n
COS(””>“1‘§+J‘§O @) "
18.3 Eksponentialfunktionen
Taylorreekken for eksponentialfunktionen e* er
- r z? 23 = 2
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19 Potensrakker og deres konvergens

Forelaesning 5: Potensraekker og Taylor-approksimation 23. September 2024

Taylor-approksimationer omhandler i sin grundessens at approksimere andre funktioner.

19 Potensraekker og deres konvergens

Definition 18: Potensrakker
For tal ¢, (koefficienterne) og a; kaldes funktionen
p(z) = Z cn( —a)" = ¢y + c1(z — a) + cz(z — a)?
n=0
for en potenstekke. Det ovenstaende er en uendelig reekke og det virker derfor naturligt at raeekken er
konvergent for nogle situationer og divergent for andre.
Saetning 19.1: Konvergensradius

Med afseet i sektion 15 defineres konvergensradiussen for potensrzekker. For en potensraekke

findes et tal R > 0 kaldet konvergensradius, som opfylder
e For x sa |z — a| < R: p(x) er absolut konvergent.
e For x sa |z — a| > R: p(x) er divergent.
e For z sa |z — a| = R: Ingen konklusion kan drages.

Bemeerk i gvrigt, at i de reele tal, svarer |z —a| < Rtil z € (a — R,a + R).

Saetning 19.2: Beregning af konvergensradius

Ofte kan konvergensradius bestemmes vha. kvotientkriteriet fra foreleesning 4.
Hvis

R = lim

n—oo

Cn+41

eksisterer eller er co, si er R konvergensradius for > ¢, (z — a)™.

Eksempel 19.1: Beregning af konvergensradius

Vi gnsker at bestemme konvergensradiussen for potensraekken

oo 3
n

> r@=5)"

n=0
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19 Potensrakker og deres konvergens

Vi saetter dette ind i formlen for beregning af konvergensradius som

n3

: I
E=lm |\
(n+1)!
n3(n+ 1)!
o WUEE 8
n—oonl - (n+1)3

n3n!- (n+1)

Altsa er potensraekken

Konvergent for alle .

Eksempel 19.2: Et simplere eksempel

Vi gnsker at finde konvergensradiussen for
oo
D
n=0

1

Det indses at dette er en konvergensradius med ¢, = 5 og a = 0. Vi satter dette ind i formlen som

. 2n+1
=%

Altsa er potenraeekken konvergent for |z| < 2.

19.1 Ledvis differentiation og integration (ikke pensum?)

Potensrackkerne minder meget om polynomier og det viser sig da ogsa at man kan differentiere og integrere
disse ledvist, som

d n __ n—1
@(x—a) =n(x —a)
/(x—a)”z n_li_l(x—a)”ﬂ—i-C.
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19 Potensrakker og deres konvergens

Satning 19.3: Ledvis differentiation og integration af potensraekker

Det geelder at indenfor deres konvergensradius er de vilkarligt ofte differentiable (ogsa kaldet glatte
funktioner). Vi har at hvis p(z) = Y ., ¢, (z — a)™ har konvergensradius R, sa har

og

ogsa konvergensradius R.

Eksempel 19.3: Eksempel pa brug af ledvis differentiation og integration
Lad p(z) = Y07, 552" (konvergensradius R = 2). Hvad er p/(0)?

n=0 27

Vi finder p’ med sztningen ovenfor som

pl(l’) — Z 21‘7:"_1'

S

Ved indsatning fas

/ _oonn—l_]'
P(O)—ZQ—nO =3

Det samme kan ggres med integration. Vi finder altsd P(z) som

> 1
Plr)=Y —— gt

Eksempel 19.4: Eksempel pa erstatning af x

Vi har fra tidligere at for |z| < 2

© )
2(In(2) —In(2 — 2)) = nzzo O +1

For |z| < 2.
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19 Potensrakker og deres konvergens

Vi har nu fundet nye udtryk for summen. Vi kan eksempelvis betragte

l\’)l:

2 = n—1
2 Z nx ’ |l’| <2
(2 SL‘) n=1
Vi kan nu eksempelvis substituere 2 for (z — 1)* og derved fas reekkefremstillingen for en ny funktion
2 “n
_ = @@ = 0 —1 4n—4
2—(z—1)%)2 Z on (z—1)

som holder for |(z — 1)%] < 2, dvs. |z — 1] < 23
Vi kan ogsa erstatte x med cos(x), hvilket giver

2 = n _
(2 — cos(z))? B Z on s

hvilket holder for |cos(z)| < 2, dvs. for alle z. Det kan bemaerkes at det ovenstaende ikke engang er
en potensrakke mere.

19.2 Taylorpolynomier
Definition 19: Afledningsnotation
For en funktion f, betegner vi den afledede
I IO O

Generelt betegner f(™) den n’te afledede.

Definition 20: Taylorpolynomier

For en funktion f, der er nok gange differentiabel, kaldes

N n)(g "(a M (q
Pu@) =3 Loy = @)+ P -+ LD a4 4 LDy

n=0

for N'te-grads Taylorpolynomiet for f med udviklingspunkt a.

Eksempel 19.5: 7.-grads Taylorpolynomium
Vi gnsker at finde et 7.-grads Taylorpolynomium for f(z) = sin(z) med udviklingspunkt a = 0.

Vi finder sins afledede som
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19 Potensrakker og deres konvergens

Det er i det ovenstaende smart at udviklingspunktet a = 0, da vi kender funktionsvaerdien for alle de
afledede i dette punkt. Vi far altsa

F0) =90 =0
1'(0) = 9 (0) =1
£"(0) = f@0) =0
FO0) = £O(0) = -1.
Vi kan dermed opskrive Taylorpolynomiet som
0o, 1 4,0, 13 4, 15,06 14
P7(£E)—a$ +ﬁx —I-ﬁx T +Ix —I—ax +ax ot
ol s 1

6 120° ~ 5040"

Af ovenstéaende Taylor-polynomier kan ogsa ses at det er korrekt, at sin(z) &~ x for sma x.

Satning 19.4: Taylors saetning

Hvis f har N + 1 afledede pa aben interval I, som indeholder punktet a, sa gaelder for alle x € I:

N rn) (g
@) =3 W a4 Ry,
n=0 '

n

hvor restleddet, Ry, er lig

- fN—H(Ca;
Bn(@) = o)

for et ukendt tal ¢, mellem x og a.

Eksempel 19.6: Restleddet fra 7.-grads Taylorpolynomiet

For f(z) = sin(z) og a = 0 har vi

||+
!

(N+1)

da alle afledede af sin(z) opfylder |f(N+1)(a:)| < 1. For N =7 in intervallet (=3, %) :

[y (z)] <

IE

)8
~ 0,0009.

o) < (&

19.3 Taylorraekker

Hvis N — oo i Taylorpolynomiet for f med udviklingspunktet a, fas en uendelig rackke, kaldet en Taylor-

rackke: ~
pa) =3 LB gy,
n=0 '

n

Bemerk: En Taylorrackke er en potenstrackke med koefficienterne

" (a)

n!

Cp =
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19 Potensrakker og deres konvergens

Dette betyder at begreber som konvergensradius, ledvis differentiation og ledvis integration ogsa holder for
Taylorraekker.
Taylorrackken p bliver uendeligt praecis og lig med funktionen f, f(z) = p(z), netop for de x, hvor

lim Ry(x)=0.

N—o00
Eksempel 19.7: Et simpelt eksempel

Vi gnsker at bestemme en Taylorraekke for f(x) = e med udviklingspunkt a = 0.

Forst bemaerkes at alle
f™(z) = €.

Vi kan nu indsaette dette i formlen
= e0) , w=z"
=2 =l

Eksempel 19.8: Et mere kompliceret eksempel
Vi gnsker at bestemme Taylorraekken for f(z) = =2 med udviklingspunkt a = 2.

Vi finder den afledede
f'(z) = =3z~

Og den nzeste
f(x) =3 -4z7°.

Og den neeste
f’(z) =—-3-4-5275.

Vi kan nu begynde at fornemme et system. Et generelt udtryk for dette er

@)= o (C ) oere — SEE LR

Idet vi husker at udviklingspunktet er a = 2 kan det ovenstaende indsaettes i formlen som

= f™(2 = "(n+2 "
:Z_;fm()( Z 2n+4n| e —2"

n=0

19.3.1 Et par brugbare Taylorrakker

For sin(x), cos(x), e” geelder for alle x (restleddet gar mod 0 for alle x og hgjresiderne har konvergensradius
pa 00):

z 2 2 (1) 2n+1
sin(x) 1 §+§_ _nZ:O(?TlJrl)'
z’ zt S (_l)n 2n
cos(e) =1 =gt T 2 g
- r a2 2
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19 Potensrakker og deres konvergens

Det ovenstaende er ogsa arsagen til at den komplekse eksponentialfunktion er defineret som den er.
Erstattes x i e med et komplekst tal z = i6:

0= (10" O ()P o~ (i0)*

69_; al _T;) 2n)] +n§(2n+1)!
= D" o s (D"
*T; et +Z;(2n+i)!62 "

= cos(f) + isin(h).
19.4 Entydighed
Satning 19.5: Entydighed af potensraekker
Hvis to potensrakker (og dermed ogsa Taylorraekker), med samme udviklingspunkt, er ens,

ch(x —a)" = Zdn(x —a)"

n=0
pa et ikke-tomt abent interval I, sa er deres koefficienter ens
Cn = dp,
for alle n.
Eksempel 19.9: Taylorraekke besemt ved entydighed
Vi gnsker at bestemme Taylorraekken for f(x) = (22 + 1) cos(2®) med udviklingspunkt a = 0.

Det ovenstaende ville veere besveerligt lige ud af bogen, idet de afledede er sveere at finde. Vi kender
dog allerede en Taylorraekke for cosinus. Vi kan derfor indsatte Taylorraekken for cosinus som

(=D
(2n)!

n

(x3)2n‘

f@) =@ +1)-)

n=0
Det ovenstaende kan simplificeres til
n

= (-1)
flz) = Z:% @)

Idet der er entydighed ma det fundne udtryk for f(x) veere lig taylorreekken for f(x).

o~ ("
6142 — 6n
T —&—Z;) 2n)] a8
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Forelaesning 6: Fgrste ordens differentialligninger 30. September 2024

20 Forste ordens differentialligninger
Vi betragter en differentialligning pa typen

d

En lgsning er en funktion, y, defineret pa et abent interval I, sa
y'(z) = f(z,y(x)), forallexil.

Typisk eksisterer der mange lgsninger, som vi stadig vil betegne som y.

Lgsningerne kan visualiseret i et sakaldt retningsfelt, hvor hvert punkt (zg,yo kan tegnes med en pil
med heeldning f(zg,yo). Sadanne retningsfelter kan vaere med til at give en intuitiv id eom opfgrslen af
differentialligningernes lgsninger.

20.1 Seperable differentialligninger

Differentialligningen
dy
dz f(@,y)
kaldes seperabel, hvis
9(x)
[l y) = ==
9= )

Eksempel 20.1: Eksempel pa seperabel og ikke-seperabel differentialligning

Vi betragter differentiallignigningen

dy

= (z -5y

= @5y
Denne er seperabel med g(x) = x — 5 og h(y) =y~ L.
Betragtes i stedet

dy
L —1+ay.
dz oy

Denne er ikke seperabel, idet den ikke kan skrives pa den rigtige form.
Satning 20.1: Lgsning af seperabel ligning

For en seperabel differentialligning

dy _ g(x)
dz ~ hiy)’ med h(y) # 0

hvor G er stamfunktionen til g og H er stamfunktionen til h sa geelder
H(y) = G(x) + C.

Nu indgar ingen afledede og ens y kan isoleres for at finde sine lgsninger.
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Vi starter med at kigge pa H(y(z)). Denne differentieres med hensyn til « vha. keedereglen som

S H(y@) = —HG)Y = hiy) 3.

Det vil sige for h(y) # 0:

% _ % — h(y)% =g(z) <= iH(y(ﬂﬂ)) = —G(a).

Ved integration fas

Lgsningsformlen for en seperabel differentialligning kan nemt huskes, hvis man “lader som om” at g—g er
en brgk som

dy  g(x)

dz — h(y)

h(y)dy = g(z) dz
H(y) = G(x) + C.

Eksempel 20.2: Eksempel pa Igsning af seperabel differentialligning

Vi gnsker at lgse ,
Yy
— =(y—1 3).
3 = W DE+3)

Forst seperares lignignen som

1
——dy = x + 3dx.
y—1

Dernaest integreres pa begge sider som

/Ldy:/x—i—i’)dm
y—1

1
1n|y—1|:§x2+3x+c

ly — 1| = K3 432, K>0
y—l::I:Ke%IQ"'?’z, K>0
y=+Ked® 3% 1 K>0
y=Kez® 3¢ 4 1 K #0.

De to nederste udtryk er sekvivalente. Idet vi dividerede med y — 1, antogedes, at y # 1 og det skal
derfor tjekkes om dette kunne veere en lgsning. Vi indssetter

0=0-(z+3).

Altsa gar ligningen ogsa op her. Dette svarer til at konstanten K = 0. Altsa er alle lgsninger til
differentialligningen

y=Ke3* 3% 11 KeR
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Eksempel 20.3: Entydig Igsning

Vi gnsker at finde den entydige lgsning til

dy
—(y—1 3
D y-1(+3)
som opfylder begyndelsesbetingelsen y(0) = —1.

Vi indsaetter i den fuldsteendige lgsning som

1= Ke30+30 4 1

—1=Ke’+1
1l =K 1l
K=-2.

Altsa er den entydige lgsning der lgser begyndelsesveerdiproblemet

y=1-— 2e3% 32,

Eksempel 20.4: Et nyt eksempel

Vi gnsker at finde lgsningen til

dy_$2+1
de y

Vi separerer fgrst lignignen, idet vi husker at y # 0 i den oprindelige ligning
ydy = 22 + 1dz.
Vi kan dernaest integrere de to funktioner som

1 1
§y2:§x3+m+c.

2
y:i\/§w3+2x+k, k= 2c.

y matte ikke veere 0 sa %x?’ + 2z + k ma heller ikke vaere 0 og derfor er lgsningen ikke defineret overalt.

Slutteligt kan y isoleres som

Eksempel 20.5: Logistisk ligning
Vi betragter ligningen
d
= = y(@)(b - ay(x))

for positive tal a, b. Dette kaldes ogsa en logistisk ligning og beskriver bl.a. populationsvaekst.

Det viser sig at den ovenstaende ligning er separabel som

1 1 (/1 .
/1dx+cl_/y(b—ay)dy_5/<§+b—ay> .
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Her sker en partialbrgk-udvikling (ikke pensum) i sidste step. Med substitutionen © =b — ay > 0 er

1 a a (1 1 1 1
g/b_aydy—g/a~_—adu——gln(u)——gln(b—ay).

I alt fas ligningen

1 1 1
x+Ci = gln(y)fgln(bfay): bln<b—yay>'

Vi kan nu isolere y som
Y pbatdCr Coeb®
b—ay
y = bCye® — aChe’®y
(1 + aCQe]m) y = bChe®

- bCzebz
= + aCyeb®
b/a 1
=—— 0<A=—.
1+ Ae—bz’ aCy

20.2 Linear farste ordens differentialligning

Vi betragter nu i stedet en generel lineaer forste ordens differentialligning
ar(z)y’ + ao(x)y = b(x)

for kontinuerte funktioner a1, ag og b

20.2.1 Lgsning af seertilfeelde

For ay = 0 reduceres det generelle udtryk til

a1(z)y =b(z) <= ¢y = b(z) — y(x) :/ b(z) dz + C.

Hvis ag = a] i stedet fas vha. produktreglen, at

b(x) = ar(x)y" + i (2)y = (a1y) <= y(z) =

aim) (/b(x) da + c> .

20.2.2 Generel lgsning af fgrste ordens differentialligning

Generelt starter lgsningen af en fgrste ordens differentialligning med at dividere igennem med aq(z) sa
udtrykket star pa formen

y' + P(z)y = Q(x)
Hvor P(z) = w0(2) o0 Qz) = b(z)

ay(z) — ai(x)”

Definition 21: Integrationsfaktor
Vi definerer en integrationsfaktor v(z) til

v(z) = ef P@dz,
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Vi kan forsgge at skabe en intuition for dette ved at omskrive saledes

In(v(x)) = /P(as) dx

/%dv:/P(:c)dx.

Og nu minder udtrykket om noget, der er kendt fra de seperable differentialligninger. Faktisk er v(z)
en lgsning til v/ = P - v
Satning 20.2: Generel Igsning af fgrste ordens differentialligning

Lgsningerne til
y' + P(z)y = Q)

er

Vi kan nu integrere som
/v(m)Q(w) dz + C1 = v(x)y.
Og sa kan der divideres over med v(z) som

L) (/v(w)Q(x) do + cl> , CeR.

y:v(x

Integrationsfaktoren viser sig altsa at veere en smart made at indfgre keedereglen pa.

Eksempel 20.6: Eksempel pa Igsning af generel linezer fgrste ordens differentialligning

Vi gnsker at finde lgsningen til
y/ _ 2y _ e4ac

som opfylder begyndelsesbetingelsen y(0) = 1.

Vi starter med at finde den fuldsteendige lgsning. Vi setter P(z) = —2 og Q(z) = e**. Vi indsatter
dette i formlen for integrationsfaktoren som

v(z) = el 7247 = g2,
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20 Fgrste ordens differentialligninger

Dette kan nu indseettes i Igsningsformlen som

Y= % (/UQdZ‘-I—C)

e </ e 2t dy + C’>
e2® (/621 diL‘—l—C)

e2® (%62”” —I—C)

1
5641 4 C€2$.

Vi kan nu indsztte begyndelsesbetingelsen som
1
12—60+C60=§+C = (C=

Altsa er den entydige lgsning

Eksempel 20.7: Et mere kompliceret eksempel

Vi gnsker at finde lgsningen til
1, Y
=pf = =% = , >0
Y zcos(x), «
som opfylder begyndelsesbetingelsen y(m) = 1.

2

Vi indser at vi har den generelle formel med Q(z) = x? cos(z) og P(z) = =2. Vi starter med at finde

integrationsfaktoren som

v(z) = e~ 2w de = ™) = =2 = i

2
x
Vi kan nu indsaette dette i lgsningsformlen som

y = x? (/cos(x)dm—l—C)

= z?sin(z) + 2° - C.
Vi kan nu indsatte begyndelsesbetingelsen som
1 =72sin(n) + 72 - C
C=—.

o=y
Dermed bliver den entydige lgsnign
y =z sin(z) + —.

43



20 Fgrste ordens differentialligninger

Satning 20.3: Eksistens og entydighed

Lad P og @ vere kontinuerte pa et abent interval I, samt lad 2o € T og y(0) € R. S eksisterer en
entydig lgsning y til
/
Yy +P)y=Q),  ylro)=yo.

defineret neer xg.
Altsa eksisterer der kun en lgsning der gar igennem “hvert” punkt
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21 Homogene differentialligninger

Forelaesning 7: Anden ordens linezre differentialligninger d. 7. oktober 2024
Definition 22: Anden ordens linezer differentialligning
En anden ordens linezr differentialligning er defineret ved differentialoperatoren L(z) givet ved

L(y) = P(z)y" + Q(x)y’ + R(z)y (1)
Idet at den er linezer ligger desuden at for tal C; og Cs og funktioner y; og yo geelder at

L(Cyy1 + Cay2) = C1L(y1) + CoL(y1)

Vi kommer i dette kursus til at arbejde med ligninger pa formene

o P(z)y" +Qz)y' + R(z)y =0 (homogen)
Altsa L(x) =0

o P(z)y" + Q(x)y’ + R(z)y = G(x) (inhomogen)
Altsa L(x)=G(x)

21 Homogene differentialligninger

Saetning 21.1: Superpositionsprincippet

Hvis y; og y2 er lgsninger til den homogene differentialligning
P(z)y" + Q(z)y’ + R(z)y = 0,

Sa er Cry; + Coys ogsa en lgsning for vilkarlige C7 og Cs.

Safremt ovenstaende geelder har vi at L(y;) = 0 og L(y2) = 0. Nulreglen ma derfor betyde at vi
ligeledes har at
L(Ciy1 + Caya) = C1L(y1) + C2L(y2) = 0

21.1 Homogene differentialligninger med konstante koefficienter
Det simpleste tilfeelde af en homogen differentialligning er tilfeeldet, hvor koefficienterne er konstante
ay” +by' +cy =0, (2)
for reele konstanter a, b og ¢ med a # 0. Vi geetter pa at denne kan lgses med f(z) = e"®. Ved indsaettelse
far vi at
a(r?e"™) 4+ b(re™) + ce™ = (ar? + br 4 c)e"”.

Bemeerk at € # 0. Derfor ma dette veere en lgsning hvis r lgser den karakteristiske ligning

(ar2 +br—|—c) =0.
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21 Homogene differentialligninger

21.2 Karakteristisk ligning
Vi husker at
ar’ +br4+c¢=0

_ —b+VD
N 2a

kan lgses med

-
med diskriminant D = b — 4ac.

21.3 Fuldstendig lgsning af homogen anden ordens differentialligning
Saetning 21.2: Fuldstandig Igsning af homogen anden ordens differentialligning

Den fuldsteendige lgsning til P(z)y” + Q(z)y’ + R(z)y = 0 er

e For D > 0:
Den karakteristiske ligning har lgsningerne r; = % 0g ro = _bga‘/ﬁ. Altsa er den fuldsteen-

dige lgsning
y(x) = Cre™® 4 Care™". (3)

e For D = 0: Den karakteristiske ligning har lgsningen r = 5—;. Den fuldstaendige 1gsning bliver
da
y(x) = Cre™ + Coze™ (4)
) . . . _ g _ b _ VIDI
e For D < 0: Den karakteristiske ligning har lgsningerne r = a + 3i med a = —g- og = 5 —.
Derfor bliver den fuldsteendige lgsning her

y(x) = C1e** cos (Bx) + Cae®® sin (Bx) (5)

Lgsningen for D > 0 fglger af superpositionsprincippet

For D = 0 har vi at
f(x) = ze

rxr
(:L‘) erz)/ — ' +7’"IZ€T$

fl@)=(z
f”(l‘) —_ (erz —|—7“J?€Tm)/ _ ’I“erx—F’I"BTI +T2xerx — (T2$+2T) err

Altsa bliver vores differentialligning
a((rPz+2r)e™) +b((rz+1)e™) +c(ze™).

Der omskrives
(2ar + bx (ar2 + br + c)) e,

Vi har at ar? + br + ¢ = 0 idet at det er et krav fra den karakteristiske ligning. Altsa har vi
€™ (2ar +b).

Vi har at r = — . Altsa far vi

e’ (2a~—2b+b) =e*.0=0
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21 Homogene differentialligninger

Altsa gaelder lgsningsformlen.

Beviset for D < 0 fglger beviset for D = 0

Eksempel 21.1: Simpelt eksempel

Vi har at
y' =y —2y=0.

Vi opskriver den karakteristiske ligning hvor vi egentligt blot erstatter vores afledede af y med potenser
af r
r?—r—2=0.

Vi finder diskriminanten som
D=1+ (-4)-(-2)=09.

Vi har dermed de to reele lgsninger

_1+V9 1-9

5 2 og ro =

T1

Vores fuldstaendige lgsning er derfor
y(x) = C1e** + Coe™ %,

for vilkarlige konstanter C; og Cs.

Eksempel 21.2: Med begyndelsesbetingelser

Vi har her samme ligning som ovenfor
y' -y -2y =0,

som dog denne gang har begyndelsesbetingelserne y(0) = 0 og 3’(0) = 3. Vi har samme fuldsteendige
Igsning som ovenfor
y(z) = C1e*® + Che™®.

Denne differentierer vi med det samme, da den ene betingelse afhaenger af 3’ og denne derfor er ngdt
til at veere kendt
Y (z) = 2C1e** — Che™™.

Ved at indseette betingelserne fas at

y(0)=0
Cre’ + Cre® =0
Ci+Cy=0
Og
y' (0) =3
20160 — 0260 =5
20, —Cy =3
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21 Homogene differentialligninger

Disse laegges sammen sa vi far

201 —Co+CL{+Cy =3

3C, =3
Ci=1
Og dermed har vi at
1+C;=0
Cy=-1

Dermed er lgsningen der opfylder bade differentialligningen og betingelserne

Eksempel 21.3: Et sverere eksempel
Vi gnsker at lgse
y" +2y + 3y =0.
Med begyndelsesbetingelser y (0) = 1 og y’(0) = 0. Dermed er vi i tilfeeldet hvor diskriminanten er
negativ. Vi opskriver den karakteristiske ligning
r24+2r+3=0.
Dermed har vi at
D=22-4-1-3=-8 = VD =+V8i.

Altsa har vi at
L 2% Vi
g

Den fuldsteendige lgsning bliver da

y(xz) = Cre”* cos (\/596) + Cye™ " sin (\/2_) .

=-1+v2i — a:—lﬂ:\/ﬁ.

Denne differentieres

Y (@) =
— Chre * cos (\/ﬁm) — \/§Cle_m sin (\/ﬁm)

— Che  *sin (\@95) V2C5e™* cos (\/ﬁx)

Vi indsaetter begyndelsesbetingelser

y(0)=1.
Hvilket giver at
y(0) =1
= C1€° cos (0) 4 Cze” sin (0)
— C1 =1
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21 Homogene differentialligninger

Og den anden begyndelsesbetingelse
y'(0)=0
= —C:€’cos (\/§ . 0) — V204 sin (\/5 . 0)
— Ooe’sin (\/5 . 0) — \/50260 cos (\/5 0) =1
= —C1 + V20,

=—1++v2C;
S
V2

:CQI

Altsa bliver den endelige lgsning

1

y(z) = e% cos (\@x) + —e “sin (\/ix) .

S

21.4 Harmonisk oscillator

Eksempel 21.4: Pendul
Vi gnsker at beskrive et penduls beveegelse. Det viser sig at et penduls bevaegelse kan beskrives med

0" (t) = —% sin (A(t))
0(0) = 6,
0

Bemeerk, at dette ikke er en lineszer differentialligning, men hvis vi antager at vinklen 6 er lille har vi
at

sin (0) =~ 6.

Dermed har vi at

0" (1) = —6(t),

hvilket er en linezer differentialligning. Den karakteristiske ligning opskrives

7“2:—% = r:u%i.
Den fuldstaendige lgsning bliver da

0(t) = C1 cos (\/§t> + Cysin <\/§t) .

For at indsaette begyndelsesbetingelserne findes den afledede som

o' (t) = \/EC1 sin <\/§t> + \/Ecos ( it) .
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22 Inhomogene differentialligninger

Vi har derfor at

6(0) = o 0'(0) =
— 6y = C} cos (0) + Cy sin (0) — 0= %02
Cr =16 Cy=0

Altsa er den partikuleere lgsning

0(t) = 0o cos (\/@) .

22 Inhomogene differentialligninger

Det viser sig at det at lgse den inhomogene anden ordens differentialligning
P(a)y" +Q@)y + R(x)y =G(z),  ylzo)=a,  y'(z0) =0,
svarer til at

1. Finde den fuldsteendige lgsning til
Ynom = C1y1 + Ca2y

for den tilsvarende homogene differentialligning (G(z) = 0).
2. Finde en partikuleer lgsning y,, til den inhomogene differentialligning
3. Den fuldstendige Igsning til den inhomogene differentialligning er da
Y =Yp + Ynom = Yp + C1y1 + Caypa.

4. evt. bestemme C7 og Cy vha. givne begyndelsesbetingelser.

Saetning 22.1:

Det er nok kun at bestemme én partikuleer lgsning til en inhomogen differentialligning for at kunne
finde alle lgsninger.

Hvis f; og fo er lgsninger til en inhomogen differentialligning
P(z)y" + Q(z)y' + R(z)y = G().
Sa er differensen f; — fo den homogene ligning

L(fi — f2) = L(f1) — L(f2) = G(z) — G(z) = 0.

Dvs. at forskelle mellem lgsninger til den inhomogene differentialligning findes fra den fuldsteendige
lgsning til den homogene differentialligning.
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22 Inhomogene differentialligninger

22.1 Konstante koefficienter
Vi betragter tilfeeldet med konstante koefficienter
ay” + by + cy = G(x).

Dernaest introduceres begrebet ubestemte koefficienters metode som svarer til at ‘geette’ pa lgsninger der
minder om Gu.

Eksempel 22.1:

Vi betragter differentiallignignen
y" —y —2y=2cos(x).

Vi gaetter pa lgsninger af formen

yp(x) = Acos (x) + Bsin (z)
y,(z) = —Asin (z) + B cos ()
Yy, (x) = —Acos (z) — Bsin ()

Dette indsaettes i venstresiden for at se om gaettet var korrekt

— Acos () — Bsin (z) + Asin () — Beos (z) — 2 (Acos (x) + Bsin (x))
= (—3A — B)cos(z) + (A —3B)sin (z)

Vi seetter dette lig 2 cos (x)
2cos (z) = (—3A — B)cos (z) + (A — 3B)sin (z) .
Altsa har vi de to ligninger med to ubekendte

—3A—-B=2
A-3b=0

Vi forleenger den sidste med 3 og leegger den til den forste sa vi far at

—10B =2
B——1
5
3
— A—-=0
5
a=3
5

Altsa kan vi finde konstanter A og B saledes at lgsningen gar op. Vi har altsa

yp = —=cos (z) — ésin (x).

Altsa bliver den fuldsteendige lgsning

3 1.
Y(x) = Yp + Yhom = — cos (z) — = sin (z) + Ciy1 + Caya,
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22 Inhomogene differentialligninger

og den homogene lgsning er fundet i eksempel 1.1 som
C’162z + Che™".

Altsa bliver den fuldsteendige homogene lgsning

y(x) = *g cos (z) — ésin (z) + C1e* + Cae™™.

22.2 Eksempler pa succesfulde gaet til partikulser lgsning

Der findes en raekke ‘geet’ som er kendt rigtige.

Hvis ¢ indeholder . Sa inkluder dette i gaettet pa y,
Og hvis

led af formen (forskellige konstanter pa hvert led)
k ikke er rod i KL Aek®

eke kerrodiKLog D >0 | Axel®
kerrodiKLog D=0 | Az%et®

. ki ikke er rod i KL Acos(kx) + Bsin(kx)

sin(kz), cos(kx)
ki er rod i KL Az cos(kz) + Bz sin(kx)
0 ikke er rod i KL Ax? + Bx +C

doa® + dyz + dy OerrodiKLog D >0 | Az® + Bxz? + Cx

Oerrodi KLog D=0 | Az*+ Ba3 + Cx?

Tabel 1: Lgsningsgeet for inhomogene differentiallignigner

Eksempel 22.2: Lgsning af inhomogen anden ordens differentialligning

Vi vil forsgge at lgse differentialligningen
y'—dy=e*+a*  y(0)=2, y(0)=5

Den karakteristiske ligning for den homogene differentialligning opskrives som

2

r?—4=0 = r’=4 = r =42

Den homogene Igsning er altsa
Yhom () = C1e*® + Che™2",

Dernaest findes den partikuleere lgsning ved at kigge i Tabel 1 hvor det ses at lgsningsgeettet skal
indeholde noget pa formen Azef®. I vores tilfeelde er k = 2. Derudover skal geettet indeholde noget
pa formen Axz? + Bz + C altsé bliver vores geet

yp = Are*® + Bx® + Cx + D.

Dette differentieres
o, = Ae** +2Axe** + 2Bz + C.
Og igen
Yy, = 246 4 2Ae** + 4Aze®® + 2B = 4A (1 + x) e** + 2B.
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22 Inhomogene differentialligninger

Det tjekkes om geettet er korrekt ved at indsaette det i differentialligningen
4A(1 4 z)e** 4+ 2B — 4 (Aze** + Bz® + Cx + D)
=4Ae* — 4Bx® — 4Cx + 2B — 4D

Dette skal give
e?® + 22 + 0x + 0.

Altsa har vi at

1

4A =1 = A:Z

—-4C =0 - C=0

B

9B+ —4D =0 — D=7

Altsa far vi at vores partikuleere lgsning bliver

Den fuldstendige lgsning er derfor

1 1 1
y(x) = Zze?® — 2% — 2 4 C1e®® 4+ Che %,

4 4 8
For at kunne indsaette begyndelsesbetingelser differentieres udtrykket sa
1 1 1
Y (z) = Zeh + 550621 - 5% AL AChE® = AWhe 22,
Dernaest kan begyndelsesbetingelserne indsaettes
y(0) =2

1
— 2:*§+01+02

1
== 2+§:Cl+02
og
y'(0) =5
1
— 5:E+201_202
1
— 5—12201—202

Vi ganger den fgrste ligning med 2 og leegger den til den nederste

9 =40,
9
— 01:1
1 9 1
E =2 = __
Co +8 1 3

Den partikuleere lgsning til vores inhomogene differentialligning bliver derfor
1 1 19 1
2x .’E2 < 621; e—2w .
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23 Partielt afledede (Eng: Partial Derivatives)

Forelaesning 8: Differentialregning i flere variable d. 21. Oktober 2024
Eksempel 22.3: Overfladeareal af menneske

Et eksempel pa en funktion af flere variable er fglgende approksimation af overfladearealet af et
menneske, A(h,v), givet en hgjde h og en veegt m

A(h, v) = 0,02450:3964;,0,5378

Denne funktion kan bl.a. benyttes til at finde den forventede stigning i overfladeareal givet en
vaegtagning eller en vaekst i hgjde.

En funktion af 2 variable kan kun plottes i 3-D idet denne indeholder tre variable (z,y, f(z,y). En
funktion af 3 variable ville kraeve et 4-D rum for at kunne plottes.
Ved at ”"fastgore” forskellige variable kan plottet dog vises med feerre dimensioner end ellers pakraevet.

Figur 1: Plots af f(x,y) = 22 4+ y* med forskellige ‘faste’ variable

e

(a) (b)

P& Figur 1 ses den samme funktion, men hvor forskellige variable ‘fastholdes’.
En raekke “standardfunktioner” af flere variable eksisterer

e Paraboloide
z=x>+ y2.

e Ellipsoide

2 2
5 =1.

2
T Y z
cteta

e Hyperbolsk paraboloide (saddel)

2z =a? — >

e Hyperboloide af to ‘sheets’

—2? — 42 =1,

23 Partielt afledede (Eng: Partial Derivatives)

For at kunne lave differentialregning pa funktioner med flere variable beskaeftiger vi os med partielt afledede,
hvor den ene (eller en rackke af) variablene fastholdes saledes at der kan differentieres for 1 variabel. Den
partielt afledede af f ift. x skrives som

of

ox’
Dette udtryk tilsvarer funktionen, f’s, veekstrate i retning af x.
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23 Partielt afledede (Eng: Partial Derivatives)

Definition 23: Definition af den partielt afledede

Mere specifikt har vi at den partielt afledede til f(z,y) mht. z i punktet (xg,yo) er

7] d
& (w0, 90) = == (@)oo

Bemeaerk at notationen f, ogsa benyttes for ovenstaende.
Det samme ggr sig i gvrigt geeldende langs y-aksen, z-aksen eller hvilken som helst anden akse.

Eksempel 23.1: Partielt afledede i to retninger

Lad f(z,y) = 2% + 3zy +y — 1. Find % og g—?’; i punktet (4, —5).

For at finde % differentierer vi forst ift. x sa vi far at

of
— =2 3
O x + 3y,
og dermed har vi at
of
—(4,-5)=2-443--5=-T.
81'( ? ) +
Det samme ggres langs y-aksen hvor vi far at
of
— =3 1
Ay s+
og dermed har vi at
ﬁ(4 —5)=4-3+1=13
oy’ N -

Eksempel 23.2: En mere kompliceret funktion

Lad 9
_ Y
f(xay) - y—’-COS(CE).
Find f, og fy.
Vi finder forst f, som
= of _ 2ysin(z)

~ Or  (y+cos(x))?’

Slutteligt findes f, som
£o= of _ 2cos(z)
0y (y+ecos(a)

Eksempel 23.3: Funktioner af mere end to variable

Lad
f(z,y,2) = sin(y + 32).

Find f,. Vi finder den afledte med hensyn til z, f, som

of
5, = 3x cos(y + 32).
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25 Maksimum og minimum

24 2. Ordens partielle afledede

For 2. ordens partielle afledede introduceres fglgende notation for den afledte af f mht. y og derefter mht. x

L2500
YT oxdy T Ox Oy
Og tilsvarende for den afledte mht. « 2 gange
P00
92 T Ox 0x

De fire 2. ordens afledte af funktionen med to variable f(z,y) er
L fax

2. fyy

3. fay

4. fyz

Eksempel 24.1:

Lad
f(z,y) = zcos(y) + ye*.

Find de fire anden ordens afledte.
Vi finder den partielt afledte mht. x som

% = cos(y) + ye*.
Og den afledte mht. y som
o _ —zsin(y) + €°
oy & '
De fire 2. ordens afledte findes derefter som
o%f s _, @
2r  Or cos(y) + ye” = ye
2
275 = % — zsin(y) + e = —z cos(y)
2
8ay<9fx = % cos(y) + ye® = —sin(y) + €*
2
88338fy = % — zsin(y) + e = —sin(y) + €”

25 Maksimum og minimum

Satning 25.1: Definition af relativt maksimum og minimum

Relativt maksimum: Et punkt (a,b) er et relativt maksimum hvis f(a,b) > f(x,y) for alle (z,y) i
en lille omegn af (a,b).
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25 Maksimum og minimum

Relativt minimum: Tilsvarende geelder at hvis der for et punkt (a,b) geelder at f(a,b) < f(z,y)
for alle (z,y) i en lille omegn af (a,b) sa er (a,b) et relativt minimum.

Af seetning 25.1 har vi at et punkt (a,b) er et kritisk punkt for f hvis f,(a,b) = f,(a,b) = 0.

Eksempel 25.1:

Find de kritiske punkter for
fz,y) = 42° + 3oy + 49°.

Forst findes % som
fo = 1222 + 3y.
Og dernzaest findes g—f som
y
fy =3z + 1242
Vi har dermed 2 linginger med 2 ubekendte

0 =122 + 3y 0 =3z + 12y
y = —da? 0 = 3z + 12(—42?)? = 3z (1 4 64a®)
1 1 1
:—4 —= 2:—7 = —=
y=—4=3) 4 T

Derudover er (0,0) et kritisk punkt sa de to kritiske punkter er (0,0) og (—%, —i)

Bemeerk at et relativt maksimum eller minimum medfgrer et kritisk punkt, men den modsatte implikation

geelder ikke. Et kritisk punkt kan godt hverken veere et maksimum eller minimum, hvilket er tilfseldet med
saddelpunkter.

25.1 2. ordens test for maksimum/minimum eller saddelpunkt

Hvis du ved at (a,b) er et kritisk punkt kan du finde ud af om det er et maksimum, minimum eller et
saddelpunkt ved at beregne diskriminanten D givet ved

D = fiu(a,b) fyy(a,b) — fwy(a,b)z.

Der galder derefter at

e Hvis D < 0 er (a,b) et saddelpunkt
e Hvis D = 0 har du ingen information
e Hvis D > 0 og fzz(a,b) <0 er (a,b) et relativt maksimum

e Hvis D > 0 og fzz(a,b) > 0 er (a,b) et relativt minmum
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26 Indledende bemeerkninger

Forelaesning 9: Planintegraler 28. Oktober 2024

Tidligere er infinitesimalregning i flere variable behandlet i forelsesning 8, hvor der blev arbejdet med diffe-
rentialregning i to varible — dette er bl.a. brugbart indenfor maksimeringsproblemer. I dag arbejder vi med
differentialregning i flere variables pendant — integralregningen i flere variable.
Planintegraler bruges til at finde volumenet under en overflade. Dette er ogsa hvad der behandles i dag.
Vi ved fra integralregningen i en variabel at
b
/ flx)dx
a

indikerer arealet under funktionen f(x) fra z = a til x = b. Vi gnsker at finde et tilsvarende resultat for flere
variable — en pendant om man vil. Vi gnsker formelt set at finde volumenet under en funktion pa formen

z = f(z,y) (Se evt. Figur 2).

Figur 2: Eksempler pa funktioner af flere variable

0)
i
)

/3"'1":""0

S,
,'0,"::"" Z

26 Indledende bemarkninger

Hvis vi har en funktion over flere variable f(z,y) kan vi integrere den ene variabel, sasom z, ud som

/ab f(z,y)dx.

Her svarer det til, som var tilfeeldet med differentialregning i flere variable, at integrere x med y holdt
konstant.

Eksempel 26.1: Simpel enkelt-integration af funktion i flere variable

Vi gnsker at integrere funktionen
fla,y) = 2%y,

1 1
/ f(z,y)da = / z2y? de.
0 0

Vi husker at y er konstant og vi seetter derfor denne udenfor integralet
1 1
1
y3/ 22 = ¢ [_$3] .
0 3 1o

1 3
/0 flz,y)de = %

ift. . Sa vi gnsker at finde

Og vi har dermed at

Vi ser fra eksemplet ovenfor at ved at vi ved at integrere x ud far et udtryk der athzenger af y. Noget
tilsvarende havde veeret geeldende hvis vi havde integreret y ud. Faktisk vil noget tilsvarende altid veere
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27 Integration over rektangler

gaeldende — ved at integrere en variabel ud af en funktion i flere variable far du et udtryk af n — 1 variable,
hvor n er antallet af variable i den oprindelige funktion.

27 Integration over rektangler

Definition 24: planintegralet
Lad z = f(x,y) veere en positiv funktion af to variable og lad R betegne et rektangel

a<x<boge<y<d.

//Rﬂx,y)dxdy=/Cd/abf(m7y>dxdy.

Dette forstas som at integrere funktionen to gange. Fgrst integreres den ene variabel ud og dernzest
integreres den anden variabel ud. Husk i gvrigt fra reglen for at hvis din funktion kun er i to variable
vil planintegralet give et tal — arealet under kurven.

Sa har vi at

Eksempel 27.1: simpelt planintegral

Vi har en funktion
flz,y) = 2%y,

som skal integreres over rektanglen, R, defineret ved
R=0<z<1log0 <y <2

Det er sa at sige dette omrade R som vi “integrerer over”. Vi gnsker nu at udregne planintegralet af
funktionen. Vi starter med at sztte afgraensningerne ind

2 1
/ / z%y? dz dy.
0o Jo

Fgrst udregnes det inderste integrale givet ved

1
/ z?y3 dz,
0

resultatet heraf er tidligere fundet til

Dette integreres nu over y-intervallet sa

2
Yy 1 3
fdy=f/ydy
0o 3 3 Jo
s[4,
314,
:1.1.24
3 4
4
3

Altsa er volumenet under funktionen z2y? i intervallet 0 < x <1 og 0 <y < 2 lig 4/3.
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28 Integration over generelle omrader

Saetning 27.1: Fubinis sxtning

/cd/abﬂ:c,y)dxdy:/ab/cdf(m,y)dydm

dvs. integrationsraekkefglgen ingen betydning har.

Der geelder at

28 Integration over generelle omrader

Alting bliver en smule mere kompliceret safremt integrationsoverfladen ikke er et rektangel men et mere
generelt omrade. Vi har fglgende definition

Figur 3: Eksempel pa et type 1 og et type 2 omrade

I J=hiy)
[
[

i) < Rl or L xin e, ] 1< H)edlynlod
(” b

Definition 25: Type 1 og type 2 omrader

Vi har generelt at der eksisterer to typer af omrader defineret som
e Type l: a <z <bogg(r) <y < hz)
e Type 2: g(y) <z < h(y)ogc<y<d

Vi har altsa for type 1 omrader et overfladeintegrale pa formen

J[ t@masan= | b /g j()) f(e,y) dwdy.

Og for type 2 omrader et overfladeintegrale pa formen

J[ remaray - /g :j) / " fay) deay.

Se evt. Figur 3.
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28 Integration over generelle omrader

Eksempel 28.1: Et mere kompliceret eksempel

//R (2 + 4y) dyda

y = 4wogy = 2°.

Vi gnsker at finde

hvor R er begraenset af

De to funktioners skaeringspunkter er i hhv. = 0 og = 2 og vi kan derfor teenke pa det som et
type 1 omrade og vi kan derfor opstille fglgende planintegrale idet ® < 4z for alle x = [0; 8]

2 4z
/ / 3 + 4y dy dz.
0 Ja3

Vi opskriver fgrst det inderste integral
4z )
/ | @ydy = [Py + 27
x

Vi indsaetter integrationsgreenserne sa vi far at
(2 -4z +2- (42)%) — (m3 x4+ 2m32> = 4z* + 322° — 328,

Vi beregner nu det yderste integrale

2

4 2
/ 4z* + 3222 — 32%dx = [-2% + 3—:1;3 - §x7]x;0
. 5 3 7

= 56,07....

Altsa er volumenet af funktionen f(z,y) = 2% + 4y over omradet mellem funktionerne y = 4z og
y = 23 lidt over 56.
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29 Kendte fordelinger

29 Kendte fordelinger

29.1 Diskrete stokastiske variable

Fordeling Eksperiment, der beskriver fordelingen

Et tilfeeldigt eksperiment med to outcomes.
Bernoullifordelingen Success med sandsynlighed p og fiasko

med sandsynlighed 1 — p.

Beskriver antallet af successer ved n
Binomialfordelingen uafhaengige Bernoulli-forsgg, hvor hvert

har samme sandsynlighed p for success.

En fordeling, der modellerer antallet af
gange en handelse sker pa et givent tids-
. ) interval. Specielt bruges det for diskrete
Poissonfordelingen
uafhaengige begivenheder, der sker med

konstant rate. Eksempelvis radioaktivt

henfald.

En fordeling, der modellerer antallet af
) ) forsgg, der behgves for at fa den forste
Den geometriske fordeling
success i en raekke uathaengige Bernoulli-

forsgg, med success-sandsynlighed p.

En fordeling, der modellerer antallet af

) ) ) ) forsgg, der behgves for at fa r successer
Den negative binomialfordeling

i en rackke uatheengige Bernoulli-forsgg

med success-sandsynlighed p.

29.1.1 Bernoullifordelingen

Bernoullifordelingen. En stokastisk variabel X der kun antager vaerdierne 0 og 1 siges at vaere Bernoullifordelt
med parameter p, hvor p = P(X = 1). Denne har sandsynlighedsfunktion givet ved:

f =1
P(X:x):{p orx =1,

1—p forxz=0.

og fordelignsfunktion givet ved

0 for z < 0,
Fx(z)=<1—-p for0<z<1,
1 for x > 1.
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29 Kendte fordelinger

For bernoullifordelingen geelder

29.1.2 Binomialfordelingen

Binomialfordelingen. Lad 0 < p <1 ogn = 1,2,3,.... En stokastisk variabel X siges da at veere binomial-
fordelt med parametre (n,p), hvis X har en sandsynlighedsfunktion givet som

p(i)=<ﬁ>pi(l—p)"—i for  i=0,1,2,...,n.
1

p er sandsynligheden for en success sa vi har altsa faet ¢ successer n — i fiaskoer og (?) er antallet af
permutationer af de ¢ successer. Fordelingsfunktionen for binomialfordelingen er givet ved

L |
Fx(k)=P(X <k) =3 (.)pl(lp)”l

29.1.3 Poissonfordelingen

Poissonfordelingen. Lad A > 0. Sa siges en stokastisk variabel X at veere Poissonfordelt med parameter A
hvis sandsynlighedsfunktion p er givet ved
e—Ai)\i

p(i) = S for 1=0,1,2,...
1!

og fordelingsfunktion givet ved

For Poissonfordelingen gaelder

29.1.4 Den geometriske fordeling

Den geometriske fordeling. Lad 0 < p < 1 sa siges en stokastisk variabel X at vaere geometrisk fordelt med
sandsynlighedsparameter p hvis sandsynlighedsfunktion er givet ved

p(n):p(l_p)n717 n:1’2’3)"'

og fordelignsfunktion givet ved
Fx(k)=P(X <k)1—-(1-pF,  k=1,23,...

for k < 1, Fx(K) = 0. For den geometriske fordeling geelder
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29 Kendte fordelinger

29.1.5 Den negative binomialfordeling

Den negative binomialfordeling er beskrevet med sandsynlighedsparameter p og antalsparameter r, (p, 7).
Sandsynlighedsfunktionen er givet som

P(X) = (

og fordelingsfunktion givet ved

r—1

1)p’ﬂ(l —p)" 7 n=rr+1,...
n—

K,
Fﬂmzfmx<m=§:Cti;1

1=

)pT(l—p)i k=0,1,2,....

For den negative binomialfordeling gzelder

E[X]=-
[X] p
Var(X) = r- -2
ar =7T- .
p2
29.2 Kontinuerte stokastiske variable
Fordeling Eksperiment, der beskriver fordelingen

Den uniforme fordeling beskriver en stokastisk
Den uniforme fordeling | variabel der har lige stor sandsynlighed for at

veere enhver given veerdi i et interval.

) Modellerer mange naturlige feenomener sasom
Normalfordelingen

hgjder, vaegte og malefejl. Klokke-kurven.

) ) Eksponentialfordelingen beskriver ventetiden
Eksponentialfordelingen

mellem haendelser i en Poisson-process.

Gammafordelingen modellerer tiden indtil k
Gammafordelingen

heendelser sker i en Poisson-process.

29.2.1 Den uniforme fordeling

Den uniforme fordeling. Lad o < . En stokastisk variabel X siges at veere uniformfordelt pa intervallet
(a, B), hvis X er kontinuert med taethedsfunktion

1
f(z) = 3o fora<ax<f og f(z)=0ellers.
Denne har fordelignsfunktion givet som
F(z) = Z:Z, for a<z<pg
For denne geelder, at
Blx) = 20
2
_B-a
Var(X) = D
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29 Kendte fordelinger

29.2.2 Normalfordelingen

Normalfordelingen. Lad 1 € R og 02 > 0. En stokastisk variabel X siges at vaere normalfordelt med parametre
1 og 02, hvis X har teethedsfunktion givet ved

1 o —pm)®
flx) = e 5 , for alle x.
2mo

Hvis p1 = 0 og 02 = 1 siges X endvidere at veere standard-normalfordelt. Normalfordelingen har fordelingns-
funktion (se evt. Figur 4) givet ved
1 r s2
O(x) = — / e ds.

21 J o

For normalfordelingen geelder

29.2.3 Eksponentialfordelingen

Eksponentialfordelingen. Lad A > 0. En stokastisk variabel X siges at veere eksponentialfordelt med para-
meter A\, hvis X har tethedsfunktion givet ved

fl@) = e, for > 0 og f(z) =0, ellers.
Denne har fordelingsfunktion givet ved:
F(z) =1—e ", for z > 0.

For eksponentialfordelingen gaelder at

29.2.4 Gammafordelingen

Gammafordelingen. Lad a, A > 0. En stokastisk variabel X siges at veere gammafordelt med parametre
(a, \), hvis X har tethedsfunktion f givet ved

Az a—1
flx)= )\61“((/0\43)3)’ for x > 0.

Denne har fordelingsfunktion givet ved
1 x
Fx(r) = P(X <z) = 7/ Neth—le=2t gy,
I'(k) Jo

For gammafordelingen gaelder
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30 Stokastiske variable

Forelaesning 11: Sandsynlighedsregning 1 11. November 2024

30 Stokastiske variable

En stokastisk variabel X angiver veerdien af et stokastisk eksperiment. Dette kunne eksempelvis veaere et
terningekast. Normalt skrives stokastiske variable med store bogstaver, f.eks. X, Y og Z.

For at kunne beskaftige os med forskellige typer af stokastiske variable skal vi fgrst igennem lidt basal
maengdelacre.

30.1 Teellelige maengder
En maengde A kaldes tellelig hvis vi kan skrive A pa formen
A=a,:neN

hvor N =1,2,3,... angiver de naturlige tal. Altsa er alle masengder, hvor vi kan “tzlle” alle elementerne ved
at indicere dem tellelige.

Det gaelder generelt at alle endelige maengder er teellelige og desuden kan vises at bade de naturlige tal
N=1,2,3,...,derelle tal Z=...,-2,-1,0,1,2,... og de rationelle tal Q = 3 : a,b € Z,b # 0 samt alle
deres delmeengder er teellelige.

Ikke-tellelige mengder inkluderer ethvert kontinuert interval, f.eks. (a,b) eller (a,b] hvor a < b. Altsa
geelder det ogsa at de irationelle tal er ikke-tzellelige og dermed er de relle tal R og de komplekse tal C begge
ikke-teellelige.

30.2 Diskrete stokastiske variable
Definition 26:

En stokastisk variabel der antager veerdier i en tellelig maengde kaldes diskret. Sa alle stokastiske
variable der antager veerdier i endelige maengder, N, Z eller Q er diskrete.

For at arbejde med diskrete stokastiske variable skal vi bruge summer og for de kontinuerte stokastiske
variable skal vi bruge integraler. Ellers er de to typer af stokastiske variabler analoge.

30.2.1 Sandsynlighedsfunktionen
Satning 30.1: sandsynlighedsfunktionen

Sandsynlighedsfunktionen (Eng: Probability mass function er givet ved

Altsa er sandsynligheden p for at heendelsen z sker lig sandsynligheden for at vores stokastiske variabel
X er lig vores haendelse x. Hvis X er diskret sa findes der tal x,, for n =1,2,3,... sa at

p(xn) >0
og hvor p(z) = 0 for alle andre veerdier af = ikke inkluderet i z,,.
Satning 30.2:

Idet vi ved at sandsynligheden for at vores stokastiske variabel ligger i hele omradet er 1 ma det geelde
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31 Middelveerdi

at

31 Middelvaerdi

Givet et stokastisk eksperiment gnsker vi ofte at fa nogle tal ud som vi kan fortolke. Det hyppigst brugte tal
for en stokastisk model er middelverdien.

Definition 27: Middelvaerdien

Hvis X er en diskret stokastisk variabel med sandsynlighedfunktion p sa er middelverdien E[X] givet
ved

Den ovenstaende definition af middelveerdien antager samme form som et vaegtet gennemsnit af alle de
veerdier som vores stokastiske variabel X kan antage og sandsynligheden p(z,,) for at den stokastiske variabel
X antager veerdien x,,. Dette er en meget vigtigt formel.

31.1 Gennemsnittet

Grundet stokastiske eksperimenters grundleeggende og indbyggede tilfaeldighed kan vi ikke sige hvilken “vaer-
di” de giver, men vi kan derimod udregne en gennemsnitsverdi for eksperimentet, hvis vi har tilpas mange
observationer. Vi kan eksempelvis ikke sige hvilken veerdi et terningekast giver, men vi ved at vi i gennemsnit
kan forvente at fa 3,5. Dette er ligeledes middelveerdien idet

1 1 1 1 1 1
EX]=1-242.24+3.24+4.-24+5.21+6-2=235.
[X] T2 gtd gt gto 46 =3

Satning 31.1: Gennemsnittet konvergerer mod middelvardien

Mere generelt har vi at hvis G,, = %(X 1+ Xo+ ...+ X,,) angiver gennemsnittet af n uatheengige og
ens fordelte stokastiske variable, alle fordelt som X. Sa vil

G, — E[X], for n — oco.

31.2 Fysisk fortolkning af middelvaerdien

Givet en vaegtlgs stang, hvor veegte med massen p(x,,) er placeret i punkterne x,, sa er middelveerdien lig
stangens tyngdepunkt.

Eksempel 31.1: Beregning af middelvardien

Antag

Find middelveerdien.
Vi har at ;1 = —1, 25 = 0 og z3 = 1. Altsa far vi at
E[X]=-1-0,240-05+1-0,3=0,1.

Altsa er middelveerdien 0,1.
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33 Varians

32 Middelveerdi af en funktion pa en stokastisk variabel

I mange sammenhaenge er man interesseret i at finde middelveaerdien af en funktion g taget pa en stokastisk
variabel. Eksempelvis nar man skal finde variansen af stokastiske variable skal man benytte g(X) = 22.

Saetning 32.1: Middelvaerdi af en funktion pa en stokastisk variabel

Lad X veere en stokastisk variabel med sandsynlighedfunktion p og lad g betegne en funktion. Sa har
vi at

Elg(X)] = g(zn)p(@n).

Eksempel 32.1: Beregning af middelvaerdien for en funktion pa en stokastisk variabel

Vi gnsker at finde E[2?] for tallene fra sidste eksempel s& vi har altsd E[g(X)] med g(X) = z2. Altsa
far vi at

E[z%] = (-1)2-0,2+402-0,5+12-0,3=0,5.

Dog skal man, nar man bruger ovenstaende, vaere opmerksom pa at E[g(X)] # g(F[X]). Dette ses ogsa
idet E[z?] = 0,5 # g(E[z]) = 0,12

Satning 32.2: Linearitet af middelveerdien og momenter
Hvis a og b er konstanter sa geelder at
ElaX +b] = aE[X] + .

Hyvilket er et meget nyttigt resultat.

Specialtilfaelde:
Hvis kK =1,2,3,... sa kaldes [Xk] for det k’te moment af X. Fra det ovenstaende geelder der at

E [Xk] = Zmﬁp(mn)

33 Varians

Mens middelvaerdien siger noget om hvor stor den stokastiske variabel gennemsnitligt er, siger variansen
noget om hvor teet den stokastiske variabel typisk er pa sin middelveerdi — Er der stor varians kan ens
resultater veere sveaerere at stole pa end hvis der er lille varians.

Definition 28:

Lad X veere en stokastisk variabel og lad u = F[X] betegne middelveerdien af X. S er variansen af

X givet ved
Var(X) = B[(X - )?).

Variansen er altsa middelverdien af den kvadrerede afstand mellem den stokastiske variabel X og den
normale middelveerdi . Det ovenstaende kan ogsa skrives som

Var(X) = E[X?] - E[X]*.

Alsta er variansen lig 2.-momentet af X minus middelveerdien af X i anden potens.
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34 Bernoulli- og binomialfordelingen

33.1 Fysisk fortolkning af variansen

Mens middelveerdien tidligere blev beskrevet som tyngdepunktet af en stang kan variansen fortolkes som

inertimomentet, hvilket ogsa kan ses af formlen.
Eksempel 33.1: Variansen af et terningekast
Fgrst findes 2.-momentet af den stokastiske variabel som

E[2?] = 2 (12 + 2% + 32 + 42 + 5% + 6) = 15,1666.

| =

Og vi har tidligere fundet middelveerdien af et terningekast til E[X] = 3,5 = E[X]? = 3,5% = 12,25.
Altsa er den samlede varians af et terningekast

Var(X) = 15,1666 — 12,25 = 2,9166.

Vi har fra definitionen af variansen at
Var(X) = E [(X — p)?].

Dette er blot middelveerdien af en funktion og det kan derfor skrives som
E [(X - ﬂ)z] = Z(zn — 1)?p(x).
n=1

Og idet (z,, — )2 > 0 og p(x,,) > 0 ma det geelde at Var(X) > 0. S& vi har altsa at

0 < Var(X) = E[X?] - E[X]? = E[X]?<E[X?].

Altsa har vi at 2.-momentet af X altid er stgrre end middelveerdien af X . Faktisk er de to stgrrelser kun lige

store for X = const. og derfor er der streng ulighed for alle de tilfeelde vi gnsker at arbejde med her.
Desuden har vi at
Var(aX +b) = a*Var(X).

Dette betyder at multiplikation med konstanter pavirker variansen idet disse konstanter kvadrereres mens

addition med konstanter ikke pavirker variansen idet disse konstanter udgar.

33.2 Standardafvigelsen

Standardafvigelsen er en anden vigtig stgrrelse. Denne er relateret til variansen med

SD(X) = /Var(X).

Standardafvigelsen tager, sa at sige, variansen “tilbage til de rigtige enheder”.

34 Bernoulli- og binomialfordelingen

Definition 29: Bernoullifordelingen

En stokastisk variabel X der kun antager vaerdierne 0 og 1 siges at veere Bernoullifordelt med para-

meter p hvor
p=P(X =1).

Her vil vi ofte associere 1 med success og 0 med fiasko sa Bernoullifordelinger er ofte brugt i forbindelse
med bineere stokastiske variable.
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34 Bernoulli- og binomialfordelingen

34.1 Binomialkoefficienten

Forn=1,2,...0g¢=0,1,2,...,ner

(3) = m =

(7) (n choose i) angiver antallet af delmeengder med ¢ elementer i som kan udtraekkes af en maengde med n
elementer.

Definition 30: Binomialfordelingen

Lad 0 < p < 1ogn =1,23,.... En stokastisk variabel X siges da at veere binomialfordelt med
parametre (n, p) (hvor p kaldes sandsynlighedsparameteren og n kaldes antalsparameteren) hvis X
har sandsynlighedsfunktion givet som

p(i) = (?)pl(l —p)"7t,  fori=0,1,2,...,n.

p er sandsynligheden for en success sa vi har altsa faet ¢ successer n — i fiaskoer og (’Z) er antallet af
permutationer af de ¢ successer. Vi kan i gvrigt bemeerke at

Bernoulli(p) = Binomial(1, p).

Altsa er Bernoulli-fordelingen et specialtilfaelde af binomialfordelingen.

34.2 Eksperimenter der er binomialfordelte

En binomialfordeling kan eksempelvis opsta i det vi betragter et eksperiment med kun to udfald; success
eller fiasko. Vi antager at sandsynligheden for at fa success er p. Hvis X da angiver antallet af successer der
fas ved at udfgre eksperimentet n gange sa er X binomialfordelt med parametre (n, p).

34.3 Middelveerdi og varians for binomialfordelingen

I det fglgende vil vi finde et udtryk for middelvaerdien og variansen af binomialfordelingen.
Satning 34.1: Middelvaerdi og varians for binomialfordelingen
Lad X veere binomialfordelt med parametre (n,p). Sa er middelveerdien
E[X] =np
og variansen er

Lad £ =1,2,3,.... Vi gnsker da at finde F [Xk]. Vi har at
Elg(X)] =Y g(an)p(zn)-
n=1

Seettes g(r) = X* fas at
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34 Bernoulli- og binomialfordelingen

Vi gnsker at finde et andet udtryk for binomialkoefficienten. Vi har at
A7) = n! - (n—1)! - n—1
i/ iln—4)! TGE-Dln—d) \i-1)

n
E [Xk} _ npzik—l (7;:11>pi—1(1 —p)ni.
i=1

Vi seetter j =i — 1 og far at

Vi har derfor at

n—1

B[X*] = ”PZ(J' +1) <n J_ 1>Pj(1 —p)" ' =npE [(Y + 1)*1] .

7=0
Hvor Y er binomialfordelt med parametre (n — 1,p). Vi setter k = 1 og far middelveerdien som
E[X]=npE [(Y +1)°] = np.

Hvis vi i stedet saetter k = 2 fas at

E[X?] =npE [(y+1)]
=npE[Y + 1]
np(lL+ E[Y])
np(l + (n—1)p)

= np + (np)* — np®.

Vi er nu klar til at finde et udtryk for variansen idet vi har at
Var(X) = E[X?] - E[X]*.
Saettes resultaterne fra ovenfor ind fas at

Var(X) = np + (np)® — np® — (np)?
=np(l — p).

Altsa er det vist.

Eksempel 34.1: Kommunikationssystemer

Et kommunikationssystem virker hvis mindst halvdelen af dens komponenter virker. Antag at sandsyn-
ligheden for at en komponent virker er p. Vi gnsker at svare pa hvornar et system med 5 komponenter
virker bedre end et system med 3 komponenter. Fgrst betragtes systemet med 5 komponenter. Vi

lader X betengne antallet af komponenter der virker for systemet med 5 komponenter. Vi ved da at
X er binomialfordelt med antalsparameter 5 og sandsynlighedsparameter p. Vi far da at

p(virker) =p(X =3) +p(X =4) + p(X =5).

Idet vores stokastiske variabel X antages at veere binomialfordelt far vi at

p(virker) = (g)ﬁ(l -p)* + (Z)p4(1 -p)' + (i)p5(1 —p)°? =10p°(1 = p)* + 5p* (1 —p) +p°.
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35 Poissonfordelingen

Noget tilsvarende ggres for 3-komponent systemet sa

p(virker) = p(X = 2) + p(X = 3)

p(
<Z>p2( p) + (2)1?3(1 -p)°
3p°(1—p) +p°

1
*(1-p)+

Vi skal derfor afggre for hvilke p det gaelder at

10p°(1 — p)? 4 5p*(1 — p) + p° > 3p(1 — p) + p°.

Man kan vise at dette geelder for p > % Altsa er 5-komponent systemet bedre end 3-komponent

systemet, hvis sandsynligheden for at et komponent virker er mere end %

35 Poissonfordelingen

Definition 31: Poissonfordelingen

Lad A > 0. Sa siges en stokastisk variabel X at veere poissonfordelt med parameter A hvis sandsyn-
lighedsfunktionen p er givet ved
e—>\i )\i

il

p(i) =
fori=0,1,2,...

35.1 Eksperimenter der er Poissonfordelte

Poissonfordelte eksperimenter opstar nar vi har et meget stort antal hzendelser n der hver har en lille
sandsynlighed p;. Vi antager at alle sandsynlighederne er sma og haendelserne er “naesten” uafhaengige. Sa
er antallat af heendelser der indtreeffer approksimativt Poissonfordelt med parameter A = p; + ... + py.
Der galder i gvrigt at hvis X er binomialfordelt med (n,p), hvor n er stor, p er lille og np er moderat.
Sa er X approksimativt Poissonfordelt med parameter A = np.
Mere praecist har vi at hvis x,, er binomialfordelt med parametre (n, %), Py, er sandsynlighedsfunktion
for z,, og p er sandsynlighedsfunktionen for en Poissonfordeling med parameter A sa vil

pn(i) = p(i), forn — oo.

Altsa konvergerer sandsynlighedfunktionen for en binomialfordelt stokastisk variabel med sandsynligheds-
funktionen for en Poissonfordeling for n — oo.
De typiske anvendelser af Poissonfordelingen er altsa at finde

e Trykfejl i en bog.
e Antallet af mennesker i et samfund der bliver over 100 ar.

e Antallet af forkerte telefonnumre der ringes til i lgbet af en dag.

Antallet af kunder der besgger et posthus en given dag.

Antallet af a-partikler, der udsendes i en fast periode fra et radioaktivt materiale.
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35 Poissonfordelingen

Satning 35.1: Middelveerdien i en Poissonfordeling

Lad X veere Poissonfordelt med parameter . Sa er middelveerdien for X

Vi seetter j =i — 1 og far at

idet sandsynlighedsfunktionen summmer til 1 og derfor udgar. Altsa er det vist

Seetning 35.2: Variansen i en Poissonfordeling
Det kan relativt let vises at der for en Poissonfordeling gaelder at

Var(X) = A.

Altsa geelder for en Poissonfordeling at
E[X] = Var(X) = A

For Poissonfordelinger ser vi ofte, at hvis en haendelse sker tilfeeldigt over tid sa vil heendelsen forekomme
i “klumper” saledes at en raekke heendelser sker med relativt kort tidsmellemrum. Dette giver bl.a. anledning
ti eksempelvis at overvurdere truslen fra hajangreb i perioder, hvor der kommer mange angreb — de mange
angreb skyldes ikke en gget risiko men er blot et artefakt af Poissonfordelingen.
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36 Andre diskrete fordelinger

Forelaesning 12: Sandsynlighedsregning 2 18. November 2024

36 Andre diskrete fordelinger

Vi har fra sidst de to fordelinger

¢ Binomialfordelignen: Hvor mange ud af n eksperimenter er successer givet et eksperiment der kun
kan veere success eller fiasko

e Poissonfordelingen: Hvis du har et fast tidsinterval, hvor mange haendelser indtreeffer sa indenfor
dette interval

I dag vil vi bl.a. kigge pa ventetidsfordelinger.

36.1 Den geometriske fordeling
Den geometriske fordeling har sandsynlighedsparameter 0 < p < 1 og sandsynlighedsfunktion givet ved
P(n) = p(1 —p)" 1, n=123,....

Funktionen ovenfor kan ses som sandsynligheden for forst at fa n — 1 fiaskoer og dernsest 1 enkelt success.
Altsa er der ogsa her tale om et binsert eksperiment. Den geometriske fordeling siger altsa noget om hvor
leenge man skal vente pa en success; hvad er sandsynligheden for at fa n — 1 fiaskoer efterfulgt af success?

Saetning 36.1: middelveerdi og varians for geometriske fordelinger
Middelveerdien for en geometrisk fordeling kan nemt ses til at veere
1
E[X] = -.
p
Og variansen er givet ved
1-p
Var(X) = .
(X) e
Bevis
Vi har generelt en middelvaerdi givet ved
E[X] = np(n)
n=1
Og vi far dermed
E[X]=> np(1-p)""
n=1
=> (n—DpA—p" '+ pa-p"
n=1 n=1
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36 Andre diskrete fordelinger

For n =1 bliver det fgrste led 0 og vi kan derfor starte summen fra 2 i stedet

E[X] = i(nfl) 1—p)"~ 1+Zp1—
= ij(l —p’+ > pl—p)!
j=1 n=1

o0

=(1-p) Y ip(—p) +> p(l—p)" "

Vi genkender fgrst summen Z;’il jp(1 — p)? som middelvaerdien

S (1 - p) = B[X]
j=1

Summen Y >, np(1—p)"~! = 1, da vi summer sandsynlighedsfunktionen for en geometrisk fordeling
over alle udfaldene og sandsynlighdeden for hele udfaldsrummet er 1 for enhver fordeling. Vi har
dermed

(1-p)Elz]+1 = E[X](1 (1— p)=1
=pE[X] =
:E[X]:l.
p

Altsa er middelveaerdien for en geometrisk fordeling

Noget tilsvarende kan ggres for at vise at variansen er givet som

1 _
Var(X) = p2p :

For at vise hvordan man regner med geometriske fordelinger vil et kort eksempel i det fglgende praesen-
teres.

Eksempel 36.1: Trak af kugler

En krukke indeholder N hvide kugler og M sorte kugler. Kuglerne trackkes tilfeeldigt, én ad gangen,
indtil en sort kugle er trukket. Kuglerne laegges tilbage i krukken efter hvert traek. Vi gnsker da at
finde sandsynligheden for at netop n hvide kugler traekkes for vi far en sort. Idet der er tilbagelaegning
er eksperimentet bingert og vi kan derfor regne pa det med den geometriske fordeling. Hvis vi saetter X
til at veere antallet af hvide kugler, der traekkes, for vi far en sort sa ved vi at X er geometrisk fordelt
med parameter p = 557 M Vi gnsker at finde sandsynligheden for P(X = n). Idet X er geometrisk
fordelt har vi derfor at
P(X =n)=p(1-p)" "
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37 Middelveerdi for summer af stokastiske variable

Hvis vi indseetter p fas

Hyvis vi i stedet gnsker at finde ud af hvor mange hvide kugler vi far i middel for vi far en sort sattes

blot p = N_FLM ind i formlen for middelveerdi som

N+M
BlX] = ——.

36.2 Den negative binomialfordeling

Den negative binomialfordeling er beskrevet med en sandsynlighedsparameter, p og antalsparameter, r, (p, 7).
Sandsynlighedsfunktionen er givet som

r—1
n—1

P(X):( )pr(l—p)”_r, n=rr+1,....

Denne kan fortolkes som antallet af forsgg indtil » successer for et bingert eksperiment. Dette kunne f.eks.
veere, hvis man gnsker at beregne chancen for at fa r plat’ter, hvis man kaster en mgnt, n gange. Den
geometriske fordeling er altsa et specialtilfeelde af den negative binomialfordeling, hvor » = 1, hvilket ogsa
kan ses af sandsynlighedsfunktionen. Det er vigtigt at veere opmeaerksom pa at binomialfordelingen og den

negative binomialfordeling er forskellige fordelinger med meget forskellige fortolkninger og brugstilfaelde.
Saetning 36.2: Middelvardi og varians for den negative binomialfordeling

Middelveerdien for den negative binomialfordeling er givet som

Ex)=".
p
Og variansen er givet ved
L—p
P
Disse er altsa begge lig resultaterne for den geometriske fordeling skaleret med faktoren, r, hvilket

ogsa givet fin logisk mening idet den geometriske fordeling angiver antallet af forsgg for 1 success og
den negative binomialfordeling angiver antallet af forsgg for r successer.

Var(X) =1r-

37 Middelvaerdi for summer af stokastiske variable
Det bgr bemeerkes at alt i dette afsnit bade geelder diskrete og kontinuerte stokastiske variable medmin-

dre andet er anfert (kontinuerte stokastiske variable er beskrevet leengere nede). Den helt centrale regel
for middelveerdien af summer for stokastiske variable er, at middelveerdien af en sum er lig summen af
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38 Egenskaber ved fordelingsfunktionen (Eng: Cumulative Distribution Function

middelveerdierne, altsa

E[}_Xi) =) ElXi] (6)

=1

Dette vil i det fglgende blive illustreret med et eksempel
Eksempel 37.1:
Betragt folgende stokastiske variable

e X er binomialfordelt (5, )

e Y er Poissonfordelt (7)

e 7 er geometrisk fordelt (3)

Vi gnsker da at beregne
E[6X +4Y +7Z + 2].

Vha. Ligning 6 og almindelige regneregler for middelveerdier kan vi omskrive ovenstaende til
El6X +4Y +7Z+2]=6-E[X|+4-E[Y|+7-E[Z] +2.

Dermed bliver problemet noget nemmere at lgse. Vi betragter forst E[X] som

1 5
E[X]=5- 2=
Dernast betragtes E[Y] som
E[Y]=7
Og slutteligt E[Z] som
ElZ]= 1 =5
5

Vi har dermed at 5
E[6X+4Y—|-7Z+2]:6~§+4-7+7-5—|—2=75.

38 Egenskaber ved fordelingsfunktionen (Eng: Cumulative Distri-
bution Function

Det bgr, som for sidste afsnit, bemaerkes at alt der bliver praesenteret i dette afsnit bade geelder for diskrete
og kontinuerte variable.

Saetning 38.1: Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel
Fordelingsfunktioneb, F', for den stokastiske variabel, X, er givet som
F(X)=P(X <ux), x €R.

Fordelingsfunktionen beskriver entydigt alle fordelinger — dvs. bade kontinuerte og diskrete stokasti-
ske variable. Dette star i modsaetning til sandsynlighedsfunktionen som kun kan bruges for diskrete
stokastiske variable.

Disse fordelingsfunktioner er rigtigt smarte, for ikke nok med at vi kan regne sandsynligheden for
at den stokastiske variabel er under en bestemt veerdi kan vi ogsa regne sandsynligheden for at den
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39 Kontinuerte stokastiske variable

stokastiske variabel er i et interval idet dette blot er differensen mellem fordelingsfunktionen til to
forskellige veerdier af x.

39 Kontinuerte stokastiske variable

For at kunne arbejde med kontinuerte stokastiske variable er vi ngdsaget til at definere, hvad forskellen pa

en sadan og en diskret stokastisk variabel er. Vi arbejder med folgende definitioner
Definition 32: Diskrete stokastiske variable

En stokastisk variabel, der antager veerdier i en tellelig maengde kaldes diskret.

Definition 33: Kontinuerte stokastiske variable

En stokastisk variabel, X, kaldes kontinuert, hvis der findes en positiv funktion f sa at for alle A C R

vi har
P(X € 4) = /Af(m) A

Altsa, er den stokastiske variabel kontinuert, hvis man kan udregne sandsynligheden for at den sto-
kastiske variabel X ligger i en maengde A ved at integrere over A for alle A C R. Funktionen f for
hvilken ovenstaende gealder for en given stokastisk variabel kaldes teethedsfunktionen for selvsamme
stokastiske variabel.

Der er desuden naesten 1:1 korrespondance mellem sandsynlighedsfunktionen for diskrete stokastiske
variable og teethedsfunktionen for kontinuerte stokastiske variable og de kan i langt de fleste tilfeelde teenkes

som tilsvarende koncepter, men for forskellige slags stokastiske variable.
Satning 39.1: Punktsandsynligheder for kontunierte stokastiske variable
Hvis X er en kontinuert stokastisk variabel sa er

P(X =x)=0, for alle z.
Dette folger fra

PX=xz)=P(X € {z}) = /zf(s)ds =

Da Y >, p(zn) = 1 for diskrete stokastiske variable kan en stokastisk variabel ikke bade veere konti-
nuert og diskret — de to slags stokastiske variable siges at veere disjunkte.

Det uegentlige integrale af teethedsfunktionen (dvs. fra —oo til 0o) er
IRE

P(XeR) =1

da

Eksempel 39.1: Ventetiden indtil en computer gar i stykker

Lad X betegne ventetiden indtil en computer gar i stykker. Antag at X er kontinuert med taetheds-
funktionen

f(z) = ——=e~ 10, 0<zog f(z) =0 for x <0.
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39 Kontinuerte stokastiske variable

Vi gnsker da at finde sandsynligheden for at der gar mellem 50 og 150 tidsenheder fgr computeren
gar i stykker. Vi gnsker altsa at finde P(50 < X < 150). Vi integrerer altsa teethedsfunktionen over
intervallet

150

P(50 < X < 150) = / — ¢ T00 dx

= [-e ]y

= —€

=0,38.

jw

-1
Fe Z

39.1 Middelveaerdi og varians for kontinuerte stokastiske variable

Hvor vi i “den diskrete verden” arbejdede meget med summer arbejder vi i “den kontinuerte verden” med
integraler. For de diskrete variable er middelvaerdien summen af de verdier den stokastiske variabel kan
antage vaegtet med sandsynlighedsfunktionen medens den for de kontinuerte variable er integralet over de
verdier den stokastiske variabel kan antage veegtet med tethesfunktionen.

Saetning 39.2: Middelvardien for en kontinuert stokastisk variabel

Middelveerdien for en kontinuert stokastisk variabel X er givet ved

Vi gnsker at bruge dette i praksis og tager derfor et hurtigt eksempel
Eksempel 39.2: Middelvaerdien for en kontinuert stokastisk variabel
Lad X have teethedsfunktion

f(z) =2z, for 0 <z <1og f(x)=0ellers.

Vi gnsker da at finde middelveerdien af X. Af teethedsfunktionen ses at X kun antager veerdier mellem
0 og 1. Hvis vi bruger formlen for middelveerdien fra for far vi at

E[X] = /Oo 2f(z)dz

—00

_ /0 ' (22 da

1
:2/ 2% dx
0
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39 Kontinuerte stokastiske variable

39.2 Middelveerdi for funktioner taget pa kontinuerte stokastiske variable
Satning 39.3:

Onsker man at finde middelveerdien for en funktion taget pa en kontinuert stokastisk variabel E[g(z)]
skal man i stedet for at integrere x op mod sin teethedsfunktion integrere g op mod sin teethedsfunktion
som

Ewwnszwﬁ@ym.

Det bgr desuden bemeerkes at der ogsa for kontinuerte stokastiske variable geelder relationen

ElaX +b] = aE[X] + 0.

39.3 Variansen for kontinuerte stokastiske variable
Definition 34: Variansen af en kontinuert stokastisk variabel

Variansen for en kontinuert stokastisk variabel er givet som
Var(X) =B [(X - )],  u=E[X].

Dette kan omskrives til
Var(X) = E [X?] — (E[X])?.

Hyvilket er den velkendte formel for variansen som er tilsvarende den for diskrete stokastiske variable.

Eksempel 39.3: Variansen af en kontinuert stokastisk variabel
Lad X have teethedsfunktionen
f(z) = 2z, for 0 <z <1 og f(z) =0 ellers.

Vi gnsker da at finde variansen af X. Vi har tidligere fundet middelveaerdien for teethedsfunktionen
givet ovenfor. Vi mangler derfor blot at finde 2.-momentet. Vi sztter g(z) = 22 og har derfor E[g(x)]
som lgses som

1
E [Xz] :/ 2% 2z dx
0

1
:2/ 22 da
0

Vi kan dermed finde variansen som

Var(X) = E [X?] — (E[X])? = L (2)2 ——.
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40 Den uniforme fordeling (2.3)

Forelaesning 13: Sandsynlighedsregning 25. November

40 Den uniforme fordeling (2.3)

Vi betragter et interval fra « til 8 og vi traekker et helt tilfzeldigt tal mellem punkterne vil valgene veere
uniformfordelt.

Definition 35: Den uniforme fordeling

Lad a < (. En stokastisk variabel X siges at vaere uniformfordelt pa intervalet («; ), hvis X er
kontinuert med taethed

1
B—a

Den uniforme fordeling beskriver et helt tilfezeldigt valg mellem o og S. Den uniforme fordeling pa
(0,1) har teethed f givet ved f(x) = ﬁ =1for0<z<1,og f(z) =0 ellers.

flz) =

fora <z < B, og f(x)=0 ellers.

Satning 40.1: Fordelingsfunktionen for den uniforme fordeling

Fordelingsfunktionen F for en uniform fordeling pa («; 3) er givet ved

F(;v):m_a, for a<z<p.

Det folger af

Satning 40.2: Middelvaerdi og Varians for en uniform fordelign

Middelveerdien E af en uniformfordelt stokastisk variabel X er

E[X]:a;ﬁ.

Dette svarer til midtpunktet af («; ).

Variansen Var af en uniformfordelt stokastisk variabel X er

68—«
12 -

Var(X) =

Dette svarer til intervalleengden delt med 12.

Middelvaerdien af en stokastisk variabel er generelt givet ved

E[X] = /OO f(z) dz.

— 00
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41 Normalfordelingen (2.4)

Vi kan indssette vores teethedsfunktion f(z) som

68—«

=5_a/jw

_ 1 12B
B—a{f]

L |
E[X]:/ T dx
1

_ 1 .1 2 2
S B-a 26 @
1
~ == 5(B-a)(f+a)
_Bta
2

Altsa er det vist.

Eksempel 40.1: Uniformfordeling

Lad X vaere uniformfordelt pa (0, 10). Bestem P(3 < X < 7.

Vi vil regne dette vha. fordelingsfunktioner. Vi har fordelingsfunktionen som

x—0 T

@) =1"0" 10

Vi kan nu finde P(3 < X < 7) som tilveaeskten i fordelingsfunktionen fra den nedre til den gvre graense.

Vi far altsa : . 5

Vi kunne ogsa have gjort dette vha. integration af teethedsfunktionen fra nedre til gvre graense. som

10

f(z)da.

0

41 Normalfordelingen (2.4)
Normalfordelingen er en af de vigtigste og hyppigst brugte fordelinger.
Definition 36: Normalfordeling

Lad p € R og 0? > 0. En stokastisk variabel X siges at veere normalfordelt med parametre u og o2,
hvis X har tethedsfunktion givet ved

1 (z—mw)?
T) = e 202 for alle z.
f(z) o

Hvis ;1 = 0 og 02 = 1 siges X endvidere at vere standard-normalfordelt.
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41 Normalfordelingen (2.4)

Satning 41.1: Middelveerdien og variansen for normalfordelingen

Lad X vere normalfordelt med parametre (u, 02) sa geelder at

2

EX]=p
Var(X) =0

Saetning 41.2: Fordelingsfunktionen for standard-normalfordelingen

Fordelingsfunktionen for standard-norrmalfordelingen skrives som

1 * 52
(I)(l') = E/ e 2 ds.
—oo

Dette integrale kan imidlertid ikke lgses analytisk og man er derfor ngdt til at have gang i sin lom-
meregner eller finde en tabel (som Figur 4) og sla op i.

41.1 Tabel over veerdier af fordelingsfunktionen for standard-normalfordelingen

Vi har desuden at ®(—z) = 1 — ®(z), sa hvis vi kender ®(z) for z > 0 kan vi ogsa finde ®(—x).
Desuden geelder at hvis X er normalfordelt (u,0?) s& er fordelignsfunktionen for X givet ved

F(m)—cb(x;“).

Saledes kan man transformere en hvilken som helst normalfordeling stil standard-normalfordelingen, idet vi
kan finde en generel fordelingsfunktion vha. fordelingsfunktionen for standard-normalfordelingen.
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41 Normalfordelingen (2.4)

Figur 4: Tabel over veerdien af ®(z) for forskellige = for standard-normalfordelingen.

Maodival POF
04

0.3

0.2

Probabiity

0.1 4

0
[ | o 1 2 3 4
x

Area under the Normal Curve from 0 to X

P

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.00000 0.00399 0.00798 0.01187 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.079268 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.19146 0.19497 0.195847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21804 0.22240
0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.25814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35893 0.36214
0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.537286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
0.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.409858 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 041774
0.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 044179 0.44295 0.44408
0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
0.455643 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 046327
0.46407 0.46485 046562 0.46638 0.46712 046784 0.46856 046926 0.46895 047062
0.47128 0.47193 047257 047320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
0.47725 047778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 048077 0.48124 0.481689
0.45214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
0.458610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48599
0.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
0.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
0.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
0.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
0.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.489702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
0.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
0.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.498389 0.49893 0.49896 0.49900
0.49903 0.49906 0.49910 0.49913 0.49916 0.49918 0.49921 0.49924 0.49926 0.49929
0.49931 0.49934 0.49936 0.49938 0.49940 0.45942 0.49944 0.49946 0.49848 0.49950
0.49952 0.49953 0.49955 0.49957 0.49958 0.49960 0.49961 0.49962 0.49964 0.49965
0.49966 0.49968 0.49969 0.49970 0.49971 0.49972 0.49973 0.49974 0.49975 0.49976
0.49977 0.49978 0.49973 0.49979 0.49980 0.49981 0.49981 0.49982 0.49883 0.49983
0.49984 0.49985 0.49985 0.49986 0.49986 0.49987 0.49987 0.49988 0.49988 0.49989
0.49988 0.49990 0.49990 0.49990 0.49991 0.49991 0.49992 0.49992 0.49892 0.49992
0.49993 0.49993 0.49993 0.49994 0.49994 0.49994 0.49994 0.49995 0.49995 0.49995
0.49995 0.49995 0.49996 0.49996 0.49996 0.49996 0.49996 0.49996 0.49997 0.49997
0.49997 0.49997 0.49997 0.49997 0.49997 0.49997 0.499958 0.49998 0.49998 0.49998

OO NN E RN RN E RN RO DR U R W=D
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42 Eksponentialfordelingen

41.2 Den Centrale Graensvaerdi Ssetning

Normalfordelingen er en vigtig fordeling idet den er meget teet forbundet til den centrale graenseveerdi
seetning. Denne er den ene af sandsynlighedsteoriens store perler, mens den anden er den sakaldte “store tals
lov” der siger at det empiriske gennemsnit kommer vilkarligt teet pa middelveerdien for store antal forsgg.

Satning 41.3: Den Centrale Grensevardi Setning

Lad X3, Xs, ..., X, veere uafhsengige og identiske fordelte stokastiske variable. Lad endvidere p =
E[X1] og 02 = Var(Xy). Slutteligt, lad G,, = 1(X; + X5 +...+ X,,) betegne deres gennemsnit. Sa vil

Vn(G, —p) = Z for n— oo

hvor Z er normalfordelt med (0, ?).
Specielt vil

P (v/n (G — 1) <) %cp(b)

g

Dvs. gennemsnittet er asymptotisk normalfordelt som

2
Gn%N<u,a>-
n

Altsa har “gud” valgt normalfordelingen som den specielle fordeling der angiver gennemsnittet af
forskellige vilkarligt fordelte variable.

Af den centrale greenseveerdi saetning kan ses at normalfordelingen opstar som et resultat af en samling
af mange sma, tilfaeldige fejl eller afgivelser.

Vi kan betragte terningekast som jo egentligt ellers er et diskret eksperiment og derfor umiddelbart ikke
har meget med normalfordelingen at ggre. Vi kan dog forsgge at modellere gennemsnittet. Med en observation
bliver gennemsnittet X7, med to bliver det (%) med tre observationer er gennemsnittet (%)
Det her gennemsnit vil tilnszerme normalfordelingen bedre og bedre for hvert kast. Dette er altsa et eksempel
pa den centrale greenseveerdi seetning.

42 Eksponentialfordelingen

Definition 37: Eksponentialfordelingen

Lad A > 0. En stokastisk variabel X siges at veere eksponentialfordelt med parameter A, hvis X har
teethedsfunktion f givet ved

f(z) = e 2 for x>0, og f(z) =0, ellers

Eksponentialfordelingen kan fortolkes til at angive ventetiden for en heendelse indtreeffer, eksempelvis
et jordskaev eller en krig.

Satning 42.1: Fordelingsfunktionen for eksponentialfunktionen

Fordelingsfunktionen F er (for x > 0)

P = [ swas= [retas= [eME =10

0
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42 Eksponentialfordelingen

For x > 0. Det ovenstaende kan ogsa blot skrives som

F(z) =1—e ", fot z > 0.

Saetning 42.2: Middelvardi og varians af eksponentialfunktionen

Middelveerdien af en eksponentialfordelt stokastisk variabel X er givet ved

Forst udledes et udtryk for det n’te moment af den stokastiske variabel X. Vi gnsker altsa at finde
E[X"].
Vi kan saette vores taethedsfunktion ind som
E[X"] = / " Ne? dz.
0

Dette udtryk kan vi nu beregne vha. delvis integration som

b b b

/ z"Ae M dx = [33” (—ef)‘z)]o —/ na ! (—ef)‘m) dx
0 0
b
—pn (767)\1)) —on (767)\0) 7/ nxnfl (767)@) dz
0

1 b
7/ nz™ " Ae M dz

_an (_—Xb
=" (—e )+/\o

= ;/O 2" e M dx = %E[X”fl].

Dette udtryk kan nu bruges til at beregne eksempelvis med n = 1 som

1 1
E[X'1=< E[X° =~
X' = 5 BIX°] = 5
Vi kan ggre det samme med n = 2 som
2 2
EX?* =< -EXY==.

Vi kan derfor finde udtrykket for variansen som

Var(X) = E [X?] — E[X]?

2 1
=%

1
=

Dermed er det vist
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44 Fordelingen af en funktion taget pa stokastiske variable

42.1 Fortolkning af eksponentialfordelingen

En stokastisk variabel X siges at veere glemsom, hvis sandsynligheden for, at X > t+ s, givet X > ¢, er den
samme som den ubetingede sandsynlighed for, at X > s. Altsa at sandsynligheden for, at der ikke sker f.eks.
et uheld er ligesa stor for en tidsmzengde ¢ 4+ s som for en tidsmaengde ¢ plus en tidsmaengde s.

e Eksponentialfordelingen er den eneste glemsomme fordeling.
e Eksponentialfordelingen benyttes til at modellere ventetiden pa at en heendelse sker i kontinuert tid.
e Eksponentialfordelingen (kontinuert) er analog til den geometriske fordeling (diskreT).

Af det ovensteande fglger, at fordelinger, hvor X er glemsom er eksponential-fordelte.

43 Gamma fordelingen (2.6)

Definition 38: Gamma fordelingen

Lad a, A > 0. En stokastisk variabel X siges at veere gammafordelt med parametre (a, \), hvis X har
teethedsfunktion f givet ved

flg) = ————, for x>0

hvor T'(a) = [ e~*2°~! da. Igen kan I'(«v) ikke findes analytisk. Dog kan Gamma-funktionen lgses i
specialtilfaede, eksempelvis hvis A = 1,2,... er et heltal sa kan integralet lgses ved delvis integration
hvorved lgsningen bliver (o — 1)!

43.1 Fortolkning af Gammafunktionen.

For o = 1,2,3,... betegner gammafordelingen ventetiden pa at « haendelser er indtruffet. For o = 1 reduceres
Gammafordelingen faktisk til eksponentialfordelingen

eksponential(A) = gamma(1, A).

Hvis X er gamma(a, \) s er

Var(X) = 2

Gammafordelingen er den kontinuerte analog til den negative binomailfordeling

44 Fordelingen af en funktion taget pa stokastiske variable

Givet
e En stokastisk variabel X med taethed fx.
e En funktion g.
Sé gnsker vi at finde taethedsfunktionen fy for den stokastiske variabel Y = g(X).

44.1 Inverse funktioner
Hvis g er en kontinuert og strengt voksende/aftagende funktion, sa har g en invers funktion g~'.

For en given y-veerdi er g~ 1(y) det o som opfylder at g(x) = y.
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44 Fordelingen af en funktion taget pa stokastiske variable

Eksempel 44.1: Eksempel pa invers funktion
Vi gnsker at finde e2*’s inverse.

Funktionen er strengt voksende og kontinuert og har derfor en invers. Vi saetter ind som:

= 9(z)
y = e
In(y) = 2z
)
2

Satning 44.1: Transformationsszatningen

Lad X betegne en stokastisk variabel med teethedsfunktionen fx. Lad g veere strengt voksende/afta-
gende og differentiabel. Lad g~! betegne den inverse funktion til g. Lad R = [g(x) : x] veere alle de
punkter som g “rammer”. Szt Y = g(x).

Sa har Y teethedsfunktionen fy, hvor for y € R

Fr(w) = Ix (@) ]diyg*(y)\ |

og fy(y) =0fory ¢ R

44.2 Brug af transformationssaetningen
e Tjek om g er strengt voksende/aftagende
e Find ¢!

e Find fg"

Find R=g(z) : z

Find fX

Indsset 1 formlen:

) = Ix (6 @)) jyg*(y)‘ |

Eksempel 44.2: Transformationssaetningen pa lognormal fordelingen

En stokastisk variabel Y siges at vaere lognormal fordelt, hvis Y = €%, hvor X er normalfordelt (u,o?).
Dette er en vidt-brugt model inden for bl.a. finans-verdenen idet Black-sholes-modellen kommer her-
af. Vi kan benytte den ovenstaende ssetning til at finde teethedsfunktionen for en lognormal-fordelt
stokastisk variabel.

Vi seaetter
Y =¢€”

hvor X er normalfordelt med (u,0?). Dette svarer til at g(z) = e”. Forst findes den ikke-
transformerede teethedsfunktion, fx som egentligt blot er taethedsfunktionen af normalfordelignen.




44 Fordelingen af en funktion taget pa stokastiske variable

Altsa

Det indses hurtigt at g er streng voksende og differentiabel og derfor opfylder betingelserne.

Vi kan nu finde R, som er alle punkterne som g rammer. Denne rammer vilkarligt sma positive reele
tal og op til vilkarligt store. Altsa er R = {g(x) : } = {e* : 2} = (0, 00).

Nu kan vi finde ¢! ved at lgse

Altsa er g1 (y) = In(y)
Nu kan vi differentiere g~! som

d _, d

y>0

) = £ (a7 0) |97 0)
1
= fx (In(y)) - "
1 1 (n(y)—p)?
= — e 20
Y 2mo

Og dermed er teethedsfunktionen for den transformerede variabel fundet.

44.3 Fordelingsfunktion vs. taethedsfunktion: Alternativ metode til at bestem-
me transformerede fordelingsfunktioner

Hvis X er en stokastisk variabel med tesethedsfunktion f og fordelingsfunktion F. Sa geelder der at
f=F
0g

Fa = [ s

Med afseet i det ovenstaende findes ogsa en alternativ made at bestemme fy, hvor Y = ¢g(X), idet man
forst kan finde fordelingsfunktionen Fy for Y og dernaest finde teethedsfunktionen fy via fy = FY,.

Eksempel 44.3: Eksempel pa brug af den alternative transformation
Lad X vere uniformfordelt pa (—1,1). Vi gnsker da at finde tsethedsfunktionen for Y = X?2.

Vi kan bemzrke at g(z) = x? ikke er strengt voksende/aftagende ved (0,0) og derfor kan transforma-
tionsseetningen ikke benyttes. I stedet kan vi benytte den alternative metode. Fordelingsfunktionen
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44 Fordelingen af en funktion taget pa stokastiske variable

for X fx er kendt idet X er uniformfordelt. Vi har

_z=(=1
1-(=1)

+

N | =

Fx

|8

Dette er fordelingsfunktionen for den uniforme fordeling mellem -1 og 1.
Det forste vi ggr er at opskrive definitionen af fordelingsgunktionen af Y som

Fy(y)=PY <y)=P(X?<y)=P(—/y< X < V).

Nu har vi noget pa formen P(a < X < b), hvilket vi nu kan opskrive med vores fordelingsfunktion
idet skarpe og blgde uligheder er sekvivalente for kontinuerte fordelinger

Fy(y) = Fx(Vy) — Fx(=v/¥)-
Fordelingsfunktionen er kendt som fx = § + % sa vi har altsa
Vo1 -y 1
Fry) =YX +- - (X2, ") =m
v =3 +3 2 t3)=V

Nu har vi fundet fordelignsfunktionen og teethedsfunktionen kan derfor blot findes ved differentiation
som

fr =Fy
1

=35
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