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Noah Rahbek Bigum Hansen Exercises 1. december 2025

Lecture 1: Introduction 26. August 2025

1.1 Exercise 1.1

We consider the rotation of a rigid body shown in Figur 0.1 about the point O. The rod has mass m and the
spring fastened to the rod at distance L from the point O has stiffness k. A force F(t) is applied at a distance L/2
from the point O.

New m
—— F(t)
lea k
N
Figur 0.1

a) Derive the non-linear equation of motion for the rotation of the rigid body.

We determine the resultant moment around O as:

L L
Ip0 = —kLsinOLcos 0 — ng sinf +F§ cosf

. L L
Io0 +sin@ | kL? cosO + ng) = FE cosf

The moment of inertia for a rod rotating about its end is given by Ip = %mLZ. Therefore we get:
1 .. L L
—mL?0 +sinf (kL2 cosf +mg—|=F—cosf.
3 2 2

b) Linearize the non-linear equation of motion using the assumption of small rotations.

By assuming cos6 = 1 and sin6 = 6 we get:

1 . L L
-mL*6+6 (kL2 + mg—) =F-.
3 2 2

1.2 Exercise 1.2

A person weighing 75 kg is standing on a scale in an elevator as shown on Figur 0.2. During the first 3 seconds of
vertical motion upwards from rest, the force in the cable is 8300 N. Determine what the scale shows (in Newton)

in this configuration. It is noted that the total mass of the elevator, person and scale is 750 kg.

Let m;, = 75kg denote the mass of the person and m = 750kg denote the entire mass of the system. Also let
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e
M

Figur 0.2

F. =8300N denote the force in the cable. Newton’s second law on the entire system gives

Fc—mg
"

mcf:Fc—mg = d=
For the person inside the elevator using Newton’s second law gives
m,,d'= Fr-mpg = Fr= m,,af+ mpg

where Fp is the reactant force the scale exerts on the person (i.e. the force the person exerts on the scale).
Substituting in the previous expression for d we get

Fr=mp(d+g)
Fo—-m
(e

Ze
(i)
pFe

m
_ 75kg-8300N

750kg
=830N.

[
3

I
3

3

Therefore the scale will show a reading of 830 N.

Lecture 2: Free motion/eigenmotion of SDOF systems 2. September 2025

2.1 Exercise 2.1

We consider the shown system, which is to be analysed as an equivalent single-degree of freedom system
(SDOF-system) with the transverse motion of the point mass m as the degree of freedom. It is noted, that the
stiffness of the beam (without taking the discrete springs into account) against transverse direction in the free
end due to a transverse force acting in this point is kpeam = %, where L, I, and E is the length, area-moment of
inertia and the elastic modulus of the beam. Assume, that the beam and the discrete springs are mass-less.
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a) Determine (symbolically) the undampened angular eigenfrequency w,, of the equivalent SDOF-system.

The undampened angular eigenfrequency w,, is given as:
Wy =1 —.
m
In this case the three springs are connected in parallel and so:

3EI
keq:kbeam+kl+k2=kl+k2+ﬁ-

And therefore the undampened angular eigenfrequency of the system is

3EI
k1 +k2+L—3

Wy =
m

b) Itis now noted that (in SI-units) EI =100, L =1,3, m = 0,5, k; = k» =25, dy = 0,1 and do = 0. Determine the
undampened eigenperiod of the equivalent SDOF-system.

Note that the connection between frequency as determined in a) and period is:

21 27
T=—=———=0,33s.
Wy 2-25+39%
1,3
0,5

c¢) Determine the maximal speed, that the equivalent SDOF-system experiences in its eigenmotion.

The displacement d(t) is given as:
d(t) = Acos(wut—¢).

And the speed d(#) can be found simply vie differentiation as
d(t) = -w,Asin (0, t - ).

In its maximum this is
max(d(t)) = w,A.
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We also know that:
a2
_ 2, 22 _ 2, 70 _
A=A+ A% =\ |d2+— = do.
wu
Therefore the maximum velocity is:

, ki + Kk + 3£
max (d(0) = wyA=\| ——— L dy = 1,73 2.
m S

2.2 Exercise 2.2

With reference to the following harmonic response choose the correct starting conditions.

WAt

d(t) o

WAL

0 tmaks

do<0ndy=0
do>0Ady=0
do<0Ady>0
do>0ndy<0
do=0ndy>0
do=0ndy<0

IZERE

The plot looks to be showing sinusoidal acceleration. In the initial case the acceleration is negative, this means
that the speed here is necessarily also negative, a negative speed means that the initial displacement must have
been positive, hence the correct answer is 4

2.3 Exercise 2.3

We consider the shown system, which is to be analysed as an equivalent SDOF-system, wherein the degree of
freedom is horizontal movement of the horizontal beam. It is noted that the horizontal beam has mass m and is
assumed to be infinitely stiff, whilst the two vertical beams are assumed massless and with stiffness k.

a) Determine (symbolically) what the undampened angular eigenfrequency w,, of the equivalent SDOF-system

is.
The two beams are connected in parallel, hence:

2k
keg =2k = wy =1/ —.
m

b) Itis noted that (in SI-units) m = 3, k = 30, do = —0,1, and d, = 0,2. Determine the initial acceleration of the
equivalent SDOF-system
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2z

From Newton’s second law we get:
md(t) + kd(1) =0 = mdy + keqdy =0.

And now we can solve for dj, as:
—kegdy  —60-(-0,1) _ ,m

do =
0 m 3 S

Lecture 3: Damping of SDOF systems 9. September 2025

3.1 Exercise 3.1

We consider the shown system, which is to be analyzed as an equivalent SDOF system with the rotation of the
rod 6(t) as the degree of freedom. It is assumed that the rod is uniform, infinitely stiff, has a mass of m = 3kg,
alength L = 1,1 m and does not dissipate mechanical energy. A linear-viscous damping mechanism, which is
producing subcritical damping with ¢ = 0,2 and a spring with stiffness k = 30 % is applied as shown. The initial

conditions are 8y = 0 and 6=0,1.

w2t~
c N
-+ — =
ral~

a) Derive the equation of motion for the equivalent SDOF system under the assumption of LTI conditions.

We imagine the rod being displaced a little to the right at the start since dy > 0. The force the spring will exert is:

Fy=—kLsin6.
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And the force that the damper will exert is
. L,
F.=—c— (—sm@) = 6500050.

The force from gravity will be:

L .
Fg = —mga sinf.
Now we take the moments about the support O as:

Io0 = Fs+ Fc + Fy

L. L L
=—kLsinfLcosO — czecosez cosf — mgi sinf

2 L. L.
=—kL s1n6?cos9—019cos H—mgzsme.

Under LTI assumptions we set sinf = 6 and cosf =~ 1 and get:

. I%. L
Iof=—-kI*0-c=—0-mg=6
0 G TTmE,

L\ I?*,
=-0 (kL2 + mg—) -c—0
2 4

. cL?. L
= Iof+—-0+ (kL2 + ng)H =0.
Now inserting the fact that the moment of inertia of a rod rotating about its end is Ip = %mL2 we get:

2. cI?.
m—9+c—9+L(kL+ @)(9:0.
3 4 2

b) Determine the undamped angular eigenfrequency w,,.

For translation we normally have that

md(t) + cd(t) + kd(t) =0
— dn+Sdw+Lam=o
m m

= d(D) +2(wad () +w3d () =0.
An analogous result is applicable for rotation, the eigenfrequency is:

k L(kL+Z%)

m mL?
3

3L(kL+5E)
Wu= mlL2
[3kL+ ng
- mL

¢) Solve the equation of motion in a) with the given initial conditions and sketch 6(¢)

This can be simplified as:
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We have the equation of motion:

2. cI?.
m—9+c—9+L(kL+%)9=0.
3 4 2

Now we set Mgy, = mTLQ, Csub = % and ks, = L(kL+ ). Then
MaubB + Csubd + ksupb = 0.
The solution of this for undercritial damping is:
d(t) = e @' (A7 cos (wgt) + Apsin (wy1)).

Where wz = w,\/1—-¢2 and & = 5= We can find an expression for ¢ as

2mgubWy

_ Csub
2MgupWy
cl?
4

~ 2ml?
3 u
3c

8mw,

We have 6y =0, 90 =0,1s0
0o =0=A;.

As such we can find:

0(1) = Age *““!sin(wy 1)
= 0(1) = —EwyAze @ sin (wyt) + wg Aze ! cos (w4 t)

— 60 = a)dAz

Therefore the solution is:

6
0(1) = L e *@ulgjn (wqt).
wq

3.2 Exercise 3.2

We consider the shown mass-spring-damper system. Numerical values for the relevant physical parameters will

be derived or provided during the exercise. I.e. avoid assuming any numerical values.

C

— k2

000000

Dgizz2z
3
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I an eigenmotion experiment with dy > 0 and dj = 0 the movements shown underneath are created in the system.

It is noted that the movement amplitude is reduced by 40% after two damped eigenperiods.

a) Determine the damping ratio { and determine if the system is undercritically damped, critically damped or

overcritically damped.

The dampening ratio 6 is defined as

1 d() )
5= ~log| ———]|.
j Og(d(t+de)

Where j € N is chosen such that ¢ + j T, is the time j damped eigenperipds after ¢, where each eigenperiod is

= Lin[ L0
2 \2adw
s
273

=0,268.

T,. In this case we have:

Hence:
0 0,268

VoZian?  \/0,2682 + 4n2

=0,042.

Hence the system is undercritically damped.

b) Determine the damped angular eigenfrequency wy. (hint: look at the movement graph).

From the plot we see that T; = 0,15, hence:

27 1
wg=—=20ms .
Tq

¢) Determine the undamped angular eigenfrequency w,,.

Here we have:
wy 20ms™!

- = ~62,9s 1.
V1-&  /1-0,0422

Wy

d) Itisnoted that m=2,2kgand k; = 3000 % Determine k,.
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We know that:
keq =ki+k

as the springs are connected in parallel. We have that:

k ki +k
:ﬂ:—1+ 2 - kzzwim—kl.

2
“ om m

w

Plugging in known values we get:

N kN
ky = (62,9571)%-2,2kg — 3000 — = 5,7 —.
m m

Lecture 4: Tvungen svingning af SDOF-systemer (del I) 16. September 2025
Problem 4.1
Bevis ved brug af “ubestemte koefficienters”-metoden, at den partikuleere lgsning for et SDOF-system med

masse m, dempning c¢ og stivhed k, der er pavirket af en harmonisk last med amplitude F; og frekvens Q, er
givet ved

F() -1 cQ
dp(t) = cos|Qt—tan” | ———|.
\/(k—m92)2+62§22 k=mQ

Derivation
Den generelle formel for tvungen svingning af et SDOF-system er
md(t) + cd(t) + kd(1) = F(1).
Fra ubestemte koefficienters metode har vi flg. partikuleere lesning:
dy (1) = By cos (Q1) + B sin (Q1).
Ved indseettelse af den partikuleere losning og den drivende kraft F = Fj cos (Qf) fas:

m (~Q?Bj cos (Qf) — Q% By sin (Q1))
+c¢(—QB;1sin (Q1) + QB cos (Q1))
+k (Bycos(Qt) + Bysin (Qt)) = Fycos (Q1)
= (cQB;+ kB —Q*mBj)cos (Q1)
+(Bok—QcBy — Q*mB,) sin (Qf) = Fycos (Q1f)

Vilader nu n € Ny, da geelder at:
VQt=2nm: sin(Qt) =0, cos(Qt)=1.
Da far vi ved indseettelse i udtrykket fra for:
cQBy + (k—Q?m) B, = K. 0.1)
Lader vi i stedet m € Ny, sa:

b4
VQt:Zmn+§: sin(Qf) =1, cos(Qf)=0.
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Da far vi
(k—=Q°m)By—QcB; =0
= By= 0.2)
Ved indseettelse af Equation (0.2) i Equation (0.1) fas:

Q%c?By
k-Q%m
QZCZBl + (k—sz)zBl =F (k— sz)

+(k-Q°m)B, = Ry

(chz + (k- sz)z) By =Fy(k—Q*m)
_ Fy(k-Q%m)
1 Q2c? +(k-Q2m)*

Fra Equation (0.2) far vi da at
QcFy (k—Q%m)
(k-02m) (Q2¢2 + (k- 0?m)’*)
QcF,
T2y (k—Q2m)*

By =

Fra definitionen af B = |/ B? + B3 fas

. Fo(k—Q2m) )2 +( QcFy )2
\ QZCZ+(k—QZm)2 chz+(k—92m)2
F2(k-Q2m)° Q2c2F2

\ (chz + (k—sz)z)z (chz - (k—sz)z)z

F2(k-Q2m)* + Q2c2F?
2
\ (QZCZ +(k-Q2 m)z)

F2(Q%c?+ (k- Q?m))
\ (chz + (k- QZm)z)2
\/QZCZ + (k—QZm)z'

Dermed er det vist at den rigtige faktor B er angivet i opgaven. Nu mangler vi blot at vise at fasevinklen

e=tan ! (cQ/ (k- mQ?)) ogsa er korrekt. Denne er defineret som € = tan"! (B;/By). Ved indsettelse fas:

QCF() )
€ =tan

,1—
(Fo(k—sz)
a1 Q¢
— \e—om)

Dermed er det vist.

\/chz + (k—sz)2
Qc )
k-Q2m)’

B

RESULT

e=tan! (
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Problem 4.2
Vi returnerer til systemet behandlet i opgave 3.2 (se forrige lek- F(t)
tion), som nu péaferes en harmonisk last. Denne last er givet I
ved F(t) = Fycos (Q1t), hvor Fy = 1kN, mens Q gnskes bestemt. I ko N
denne forbindelse oplyses det, at fasevinklen i den stationeere m
svingning er lig 90°. a) Bestem lastfrekvensen, Q. b) Bestem flyt-
ningsamplituden i den stationgere svingning, B. c) Bestem den
dynamiske forsteerkningsfaktor, D. I_)d( )
t

Derivation
Eftersom Fasevinklen i den stationaere svingning er 90° har vi tan90° —oco = p=1 = Q=w, =62,9s57..

Eftersom p = 1 har vi

Bk 1
D= —=
O (-p2)PHaep?
_ 1
V42
_ 1
=%
Fy
= = .
28 keq

Hvor keq = k1 + k2 0g ¢ er fundet/givet i opgave 3.2. Dermed er D = 2—15 ogsd fundet.

a) Q=w,=629s"
Fy
b) B= 2keq RESULT
) D !
c =—.
28
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Problem 4.3

Bevis, at den styrende bevaegelsesligning for SDOF-systemet skitseret pa figur 3.6b i foreleesningsnoterne kan
formuleres som
(m+my)d(t) + cd(t) + kd(t) = myw>esin (w, ).

k
1
]

[

Figur 0.3: SDOF-systemet fra figur 3.6b i forelaesningen.

Derivation
Fra Newtons anden lov fas
md(t) + m,d, (t) = —cd(t) - kd(t).
d,(#) kan ogsa skrives som
d,(t)=d(t) +esin(w,1).
Dermed har vi
d,(t) = d(t) — w?esin (w,1).
Ved indsettelse af dette i Newtons 2. lov far vi

md(t) + m, (d(t) — w?esin (0, ) + cd(t) + kd(t) = 0

(m+m,)d(0) +cd(t) + kd(t) = myw?esin (0, 1).

(m+m,)d(t) + cd(t) + kd(t) = myw?esin (w, 1) RESULT
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Problem 4.4

Vi betragter det skitserede pendulsystem og antager, at stangen 7

er uendelig stiv, uniform, masselgs og uden deempning. En bevae- %
gelig understotning virker, som skitseret, med (£) = 1o cos (wp ). 7
Systemet skal modelleres som et SDOF-system med frihedsgra-
den vaerende rotation af stangen, (). a) Udled bevaegelseslig-

ningen for 0(¢) under antagelsen om LTI-betingelser. b) Bestem B~
(symbolsk) den udeempede vinkelegenfrekvens, w,,.

n(t) = no cos(wpt)

Derivation
Momentet omkring stangen (idet den roteres en lille vinkel 0 veek fra fjederen) giver
16 = —k(Lsin6 —n) Lcos6 — mgLsin.
Vi bruger cosf = 1 og sinf = 6 og far
10 =~k (LO-n)L-mgLo.
n(t) =npcos (wp?) er givet i opgaven, hvorfor

10 = —k(LO —nocos (wpt)) L— mgLo
10 + (kL* + mgL) 0 = kLngcos (wp1).

For en stiv stang der roterer om enden er I = mL? og vi far derfor

mL*0 + (kL* + mgL) 0 = kLngcos (wp1).

For at bestemme den udeempede vinkelegenfrekvens bruger vi blot
B,
Wy =1 =
u Bl
kL2 +mgL
B mlL?
_ [kL+mg
B mL

a) mIL*0+ (kL?+mgL)0 = kLngcos (wpt)

kL+mg RESULT
b wu=\

Dynamik og Vibrationer 13 0f 33



Noah Rahbek Bigum Hansen Exercises 1. december 2025

Lecture 5: Tvungen svingning af SDOF-systemer (del II) 23. September 2025
Problem 5.1
Vi betragter den viste rammestruktur, der er pafert begyndel- F(t) > -

sesbetingelserne dj # 0 og dy # 0 og er belastet af en enheds-
steplast, som aktiveres ved #; > 0. Det oplyses, at den tveerga-

[
ende bjelke har massen m og er uendelig stiv, mens hver sojle k —| k
har stivheden k og er masselgs. Rammestrukturen gnskes be-
skrevet som et SDOF-system, hvori den horisontale flytning af

tveerbjeelken er frihedsgraden. Deempningsmekanismen yder 7
underkritisk deempning. a) Bestem den e&kvivalente masse, aekvi-

valente stivhed og sekvivalente deempning. b) Bestem systemets

flytningsrespons. c) Bestem det stationeere flytningsrespons. d)

Bestem det stationeere hastighedsrespons.

Derivation
Vi kan betragte systemet som en masse pavirket af en last, holdt fast af to parallelforbundne fjedre og med
dempning i bade positiv og negativ bevaegelsesretning. Dempningnen ovenfor er blot c.q = ¢, de parallel-
forbundne fjedre har en skvivalent fjederkonstant pé keq = 2k og en &kvivalent masse pé m.
Vi har den generelle lasning
d (1) = dn (1) + dp (1).

Idet der er underkritisk deempning har vi ¢ € (0, 1). Hvilket giver den homogene lgsning

dn (1) = Ae™*u! cos (wqt — ).

Vha. Duhamels integrale fas

t
dp(1) = H(t—1)F(r)dt
151

t 1 r
= e =D gin (wq (t—1)) - 1dt
n Mwq
1 t
= e_é‘”“tf €T gin (wq (1 — 7)) dr.
mwq f

Vi kan nu lgse integralet som

t 1 t
f " sin (wq (1 — 1)) dr = —; 3 [e““’“’ (g cos (wq (1 =7)) + Ewysin (wq (£ — r)))]
f w3 +E205 n
1
== (wdef“’“t — g€ cos (wq (t - 1)) — Ewy e sin (wq (F — tl)))
wu
1
=— (wde‘f‘”“t—Be‘f’”ut1 cos(wq (t— 1) —e)).
w

u

Hvor B = /0] + &2w§ = wy oge =tan™! (f/\/l—éz).

Ved indsettelse af dette i Duhamels integrale fas:

e—g‘wu t

dp(0) = -((ude‘(“’“t—e“(“’“”1 cos (wq (t — tl)—e))

0§
w4 e*wuf(t*tl)
= 5~ cos(wq(t—t)—e€)
mwgqwy mawqwy
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1 1
= - W o5 (wy (t—- 1) —€)
keq n’lw%l 1-¢2
1 1

= e U g (wy (£ - 11) —€).

keq B keq\/ 1_52

Dermed bliver vores totale losning:
1 1

k_‘fq_keq\/l_f2

For t —oosesatd — éq hvilket derfor er den stationeere flytnignsrespons.

d(t) = Ae™*“v! cos (wqt — ) + e~ twuli=t)

For t — oo fas d — 0 hvilket da er den stationzere hastighedsrespons.

a)  Ceq = C,Meq =M, keq =2k
b) d(t) = Ae t®u! cos (wat—v)+-—
keq

1
Tl o5 (g (F— 1) —€)

keq/1-¢2

c) !
keq
d) o0.

Dynamik og Vibrationer
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Lecture 6: Fri svingning/egensvingning af MDOF-systemer (del I) 21. Oktober 2025
Problem 6.1

Vi betragter det viste masse-fjeder-system, der skal analyseres Z % ok k

som et system med to frihedsgrader; navnligt d; () og d»(?). m AAMNA M

a) Opstil masse- og stivhedsmatricen for systemet. b) Bevis, at I_. |_. 7
systemets udeempede vinkelegenfrekvenser er givet ved dy (t) ds(t)

| k
w1 =\ —, wgzx/gwl.
m

c) Bestem de tilhorende egensvingningsformer/-vektorer, ¢; og

$o.
kdy 2k(dz - dy)
o P
2k(dy - dy) kd>
O
Figur 0.4: Frit-legeme diagram for de to masser i systemet.
Derivation

P& Figure 0.4 ses et frit-legeme diagram for hver af de to masser i systemet. P4 baggrund af dette kan Newtons 2.
lov benyttes for forst den forste masse, som

mdy (1) = —kd; + 2k (dp — dy)
=2kd, - 3kd;
=  md, () +3kd; - 2kd> =0.

Og derneest for den anden masse, som

md, (1) = =2k (dp — dy) — kdy
=2kd, —3kd,
= mdy(t) +3kd> —2kd, = 0.

Dermed har vi de to ligninger

md, (8) +3kdy —2kd> =0
md,(t) +3kd> — 2kd; =0.
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Dette giver systemet

m 0||d@| |3k =-2k|[di| [0
0 m||dat)| |-2k 3k||d| |O]
Heraf ses at masse- og stivhedsmatricerne er hhv.
m 0
M=
0 m
| 3k -2k
|2k 3k |

Vi har at den udeempede vinkelegenfrekvens w kan findes ved
det (K - w®M) =0.
Ved indseettelse fés

3k—w’m -2k
-2k 3k—w?m

det (

De positive lgsninger for w af denne er hhv.
[ k | k
wi = -, wzz\/g' —=\/§a)1.
m m

For hver af disse 2 udeempede vinkelegenfrekvenser findes en egenvektor ¢; givet ved

) = (3k—w?m)’ -4k = 0.

Altsa er det vist.

(k-wiM)g;=0.

For w; = Vk/m fas

3k—£m -2k
0= m R
2k  3k-km
[ 2k —2k] g1
|2k 2k | |¢on
=2k (11— P21)
= $11 = P21.
1
Hvis vi lader ¢p1; = 1 54 ¢ = ) . For w, = V5w, far vi
3k-5&m -2k
= .| ¢
2k 3k-5&m
-2k —2k] [gr2
-2k -2k |2
= —2k(p12 + ¢p22)
= h12 = — 2.

1
Vilader ¢p12 =1sd ¢y = [ 1]

Dynamik og Vibrationer
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m 0 3k -2k
a) M = y =
0 m -2k 3k

Dynamik og Vibrationer

c)

w1
1

1] e

.

b) = E, w2 = V5w,
\/m

RESULT
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Problem 6.2

Vi betragter det viste rammesystem, hvori de horison-
tale/tveergdende bjelker er uendeligt stive og hver har massen
m = 1,5kg, mens de vertikale bjeelker er masselase og hver har
leengden L = ¥/1,2m og stivheden k = % % med EI = 10Nm?.
Systemet skal modelleres som et system med to frihedsgrader,
hvor den forste frihedsgrad, d; (¢), er den horisontale flytning af
den overste tveergdende bjelke, mens den anden frihedsgrad,
d> (1), er den horisontale flytning af den nederste tveergdende
bjaelke. Begyndelsesbetingelserne dy = ¢, og dy = 0 péfores,
hvortil det bemeerkes, at ¢p» er den anden egensvingningsform.
a) Opstil stivheds- og massematricen for systemet. b) Bestem sy-
stemets udeempede vinkelegenfrekvenser, w ;, og de tilherende
egensvingningsformer, ¢;. c) Bestem d () og d> (%).

2k(dy — db)
%

dy (1)

2kd,

2k(dy — dp)
R

do (1)

R

Figur 0.5: Frit-legeme diagram for systemet

Derivation

Systemet kan betrates som vist pa Figure 0.5. Benyttes Newtons 2. lov for den forste masse fas:

md'l(t) =-=2k(d; —dy)
= md; (1) +2kd, - 2kd> =0.

Gores det samme for den anden masse fas:

mdy (1) =2k (dy — do) — 2kds

=  mdy(t) +4dyk-2d 1k =0.

Dermed har vi ligningerne:

mdy (t) +2kd, - 2kd, =0
mdy(t) +4dok—2d1 k= 0.

Dynamik og Vibrationer
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Hvilket giver systemet:

m 0| |di(1) L| 2k —2k|fai@| _fo
0 m|l|d)| |-2k 4k ||d(n)| |0]
Dermed er masse- og stivhedsmatricerne hhv:
m 0 1,5 0
= kg
0 m 0 15
|2k -2k| |1 -1| 2411 -1] [200 -200| N
-2k 4k | T|-1 2| I3 |-1 2| |-200 400 |m’
Den udempede vinkelegenfrekvens w kan findes ved
det (K - w?M) =0.
Ved indseettelse fés
200X — 21,5k -200 X
0=det( m @ N & N Zm ])
_2006 4006_&) '1,5kg

N N N N
=200 — —w“-1,5kg| (400 — —w”-1,5kg| - [ -200 — | [ 200 —
m m m m
S (,()127,14S_1 (1)2218,78_1.
Her kan vi nu lose
2 —
(k-wiM)g;=0.
Vi far hhv.

-0,618
1

1,62

71

Vi har den generelle lesningsformel:

d(0) = ¢ (AL cos @10)+ AP sin @11)) + ¢ (AP cos (1) + AP sin (@21))

Begyndelsesbetingelsen dy = ¢, giver os

P2 =1 Ail) + (PzAg)
= AlV=0, AlV=1

Dermed har vi
d(0) = 1 AP sin (©11) + ¢ (cos @, 1) + AL sin (w21)) .

Vi differentierer dette for at fa
d) = w11 A(IZ) cos (w1 f) +¢a (—wz sin (wo f) + nggD cos (w2 t)) .
Ved indsattelse af vores begyndelsesbetingelse, dy = 0 fas

2 2
0=w11 A7 + Prwr AT

(2) _ 22 _
= AP =P =0.
Dermed fas:

d(t) = ¢acos(wat).

Dynamik og Vibrationer
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Hvilket svarer til systemet
1,62 _
dw =" cos(18,7s71-1).
1,5 0 200 -200( N
a) M = kg, K = N
0 1,5 -200 400 | m
-1 ~1 -0,618 1,62
b) w1 =714s"", w,=18,7s"", ¢ = . , o= 0 RESULT
1,62 _
o d= [ ) cos (18,757 -1).
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Lecture 7: Fri svingning/egensvingning af MDOF-systemer (del II)
Problem 7.1

28. Oktober 2025

Vi returnerer til systemet behandlet i opgave 6.1 og tilfajer en k

dempningsmekanisme som vist. Bevis, at dempningen er klas-

sisk. |—> ¢

2k(dy —dh)
kd, —
@ m c(dy — dy)
>
2k(dy — dy)
< kdo
. . m |le—
@ c(dp —dy)

Figur 0.6: Free body diagram of the system

Derivation
Baseret pa Figure 0.6 kan Newtons 2. lov anvendes som
m- dl =2kd, —3kd;, + C(dg - dl)
m- d.l +3kd; —2kd, + Cdl - Cdz =0

nm- Jg =—-3kdy +2kd; — C(dz - dl)

m-dy —2kdy +3kdy + cdy — cdy = 0.

Dermed har vi
m 0 c -c 3k -2k
M= , C= , K= .
0 m -c cC -2k 3k
Fra Opgave 6.1 harviat ® = Desuden har vi C givet som
C=07Co.
Dermed er C:
1 1] e =1 1 0 0
C= = .
1 -1 -c C 1 -1 0 4c

Eftersom C = er diagonal ma der derfor veere tale om klassisk dempning.

0 4c

Dynamik og Vibrationer
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Problem 7.2

k
Vi betragter det viste rammesystem. Heri geelder det, at de ho- N

risontale bjeelker er uendeligt stive og har masserne m; og my,
mens de vertikale bjeelker (ogsa kaldet sgjler) er fleksible (al- ky
le med stivheden k) og masselose. En fjeder med stivheden

k, er pasat den overste horisontale bjeelke. Systemet modelle-

—dat)

k1

res som et 2DOF-system, hvori den forste frihedsgrad, d; (1),
er den horisontale flytning af den nederste horisontale bjeelke, .

1
mens den anden frihedsgrad, d, (1), er den horisontale flytning

af den gverste horisontale bjeelke. Det oplyses, at de udempe-

—_— d1(1)

ky

de vinkelegenfrekvenser og de tilherende masse-normaliserede

egenvektorer af 2DOF-systemet er
1 1
w1 = V200rad/s, w> = V600rad/s, ¢1 = [ ‘, <p2:( )

a) Bestem veerdierne for k; og k».

b) Bestem verdierne for m; og my.

Hvad angéar 2DOF-systemet, sa oplyses begyndelsesbetingelser-
ne dy = (0,1 0,2)T og do = (0 O)T. Endvidere oplyses det, at
systemet er klassisk deempet med de modale deempningskon-
stanter ¢11 = 8 og o2 = 10.

c) Bestem deempningsmatricen, C € R2%2,

d) Bestem begyndelsesaccelerationsvektoren, (fo.

Derivation
Vi har féet givet to egenfrekvenser og de dertilhorende egenvektorer. Vi har altsa:

200s™1 0
0 60051

1 1
1 -1

A= , M=1

’

Fra undervisningen har vi at siden vi generelt har
OTK® =0T MDA
s& medforer M = I at K = A. K er givet som:
K=d'Ko.

Altsa:

200 -100
—-100 200

Vi har
4k, -2k

= k1 =50, k, =100.
—2](?1 2k1 + kz

Dynamik og Vibrationer
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Samme procedure kan folges for masserne. Siden M = I fas:

Dermed har vi m; = my = %

Udnyttes samme teknik for dempningsmatricen far vi

C=0'Co
c=(@") "' Co™!
1 1 1 1
_lz z||® O]z E]
1 1 1 1
7 2110 10[[3 —3
19 -1
20-1 9

For at bestemme dj benytter vi den generelle formel

MCZ0+Cd0+Kd0 =0
d() = —]\4_l (Cd()+Kd0)

-1
{3 o] (1]9 ~-1] {o] [200 -100| [0,
~ o 1] \2]-1 9] [0o] |-100 =200 |02
|o
-60|

a) k; =50, k, =100
1

b) mlzl’)’Zz:E
119 -1

c) C=- ]
21-1 9

. 0
d) dy=
) do 60

Dynamik og Vibrationer
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Lecture 8: Fri svingning/egensvingning af MDOF-systemer (del I1I) 4. November 2025
Problem 8.1

Vi returnerer til systemet behandlet i Opgave 7.1. Bevis, at dempningsforholdene er givet som

c
1=0, {=——.
mws

Derivation
Fra forelaesningen har vi at C er givet som
Cjj=28mjjw;.

Heri kan deempningsforholdet ¢ ; isoleres som

£ = Cjj
J Zijw]
Hvori C er fundet i opgave 7.1 til
. o o
o acl|’
Fra Opgave 6.1 har vi hhv:
[k
wi = -, w2=\/§w1.
m
De modale masser bestemmes som
M=0"M®
11 ][m o[t 1
1 o-1f|o m||1 -1
1 0
=2m
0 1
Dermed har vi at My; = Ma» = 2m, hvorfor vi far:
0
61: =
2:2m-w,
RESULT
&= 4c ¢
2T 0 02mowy  mws
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Problem 8.2

Et eksperiment har-under antagelsen om klassisk deempning— 3J(s)
resulteret i de nedenfor viste egenveerdier (og deres komplekst .
konjugerede), der ligger pa en ret linje fra origo. Det oplyses, o As

at A; = —0,900 + 8,967 og A, = —2,63 +26,1i. (a) Bestem de fem ~An

deempningsforhold. R(s)

(b) Bestem de to forste udempede vinkelegenfrekvenser.

Det oplyses nu, at

K=10000 -1 2 -1 0], M=1.
0 o -1 2 -1

(c) Bestem deempningsmatricen, C € R>*, ved brug af Rayleighs
deempningsmodel baseret pé de to forste egensvingningskonfi-
gurationer.

(d) Hvor store fejl yder Rayleighs deempningsmodel pé é3, ¢4 og
52

Derivation

Fra Foreleesning 7 har vi at der for klassisk deempning geelder at:

N ™) Cii
{/1]',/1]'+n}=—fjwjile l—f?, hVOI‘cijZM forwj>0.

Ji®j

Heraf ses at heeldningen pé den rette linje der gar igennem alle egenveerdierne er

_g(ﬂj)_wf\/l_fi__\/l_‘f? 0.3)
R(Aj) —{jwj $j '

Her ses at heeldningen udelukkende afthanger af dempningsforholdet. Idet heeldningen er konstant mé deemp-

ningsforholdene ligeledes veere konstante
§1=82=83=84=¢5.

I Equation (0.3) kan deempningsforholdet isoleres som:

méj=,/1-¢3

202 1 g2

mfj—l Ej
2:2 | 2 _
m-&i+&i=1

&(m*+1)=1

¢j=
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Vinkelegenfrekvenserne kan findes ud fra A-veerdierne som:

AjZ—fjwjiiwj\/l—fi
2
A = \/(—fjwj)zi(iwj\/l—fi)
=/Ew% + w? - Ew?
J J J ]

ij.

Altsa kan den j’te vinkelegenfrekvens findes som leengden af den j’te komplekse egenvaerdi som

w1 =10,92+8,962 =9,01

w2 = V2,632 426,12 = 26,2,

Rayleighs deempningsmodel foreskriver at:
C=aM+BK

hvor M og K i dette tilfeelde er givet. Vi kan skrive:

51] _ ﬁ % o
¢2 5 2B
al _ ﬁ = 1[51
Bl |z % &
_ ﬁ 267";‘ ' 0,1]
3363 2 0,1
[ 1,34
- 0,006]'
Dermed fér vi altsa:
13,3 -6 0 0 0
-6 13,3 -6 0 0
C=134M+0,006K= | 0 -6 13,3 -6 0
0 0 -6 13,3 -6
0 0 0 -6 7,34
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Lecture 9: Tvungen Svinging af MDOF-systemer (del I)
Problem 9.1

Vi returnerer til rammesystemet behandlet i opgave 6.2 og til-
fojer klassisk deempning med &; = &, = 0,05. Systemet pafores,
som vist, en harmonisk kraft, hvortil det bemeerkes, at Fy = 4N
0gQ =55 s~1, mens vi endvidere noterer, at dy = do =0.

a) Opstil deempningsmatricen via modaldeempning.

b) Bestem den partikuleere del af d; (¢) og d-(¢) via modalde-
kobling.

¢) Approksimer den partikuleere del af d; () og d»(?) via
modaltrunkering.

d) Bestem den stationare del af d, (t) og d»(¢) via Foruier-
transformation.

11. November 2025

o Fjy cos(02t)

Derivation
Indledende defineres systemet, i MATLAB som vist herunder:

%Definition af kendte stgrrelser:
m=1.5;

L 1.27(1/3);

EI = 10;

k = 12*EI/L"3;

dof = 2;

zeta = [0.05; 0.05];

F_0 = [0; 41;

Omega = 5.5;

F = FO * cos(Omegax*t);

#Modellering af systemet:
K =2 % [k -k ;-k 2*k]; %Stivhedsmatrice

M = mxeye(dof); %Massematrice

[Phi, Lambda] = eig(XK,M); %Egenvektorer og dertilhgrende egenvardier

omegaN = sqrt(diag(Lambda)); %Udtrzk egenfrekvenser fra egenvardier

[omegaN, origOrder] = sort(omegalN); %Sorter egenfrekvenser mens vi tracker den

%hoprindelige rzkkefglge for at kunne sortere egenvektorer

Phi
Phi

hegenvektorer med deres fgrste index idet egenvektorer

Vi definerer ligeledes et “standard” tidsinterval:

N = 1500; %Antal "tidspunkter"
dt = 0.01; %Afstand mellem "tidspunkter"
t = 0:dt:(N-1)*dt; %Alle "tidspunkter"

Dynamik og Vibrationer

Phi(:, origOrder); %Sorter egenvektorer i samme rzkkefglge som egenfrek.
Phi./Phi(1,:); %Smart trick fra lgsningforslag - her skaleres alle

ikke er entydige
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Vi har at modaldeempningsmatricen er givet ved:
Cii = 2(im;jw;.
Heri mangler vi blot at finde modalmassematricen
M =0T M.
Derneest kan modaldeempningsmatricen omregnes til den “almindelige deempningsmatrice” som:

c=(@") ' Co.

Dette implementeres i MATLAB som:

MTilde Phi’ * M * Phi;
CTilde = diag(2.*zeta.*diag(MTilde) .*omegal) ;
C = (Phi’)~-1 % CTilde * Phi~-1

Kares dette program f&s dempningsmatricen til:

1,55 —0,775
-0,775 233 |’

Fra modaldekobling har vi at:
Mi@®) +Cq®)+Kq(r) = E(p).
Heri definerer vi i ovrigt
F(t)=®TF(t), K=®TK®.
Det ovenstdende modaldekoblede system svarer til et SDOF-system med den partikuleere losning:
dy(t) = Bcos(Qr—e),
hvori

B=

F B ( CQ )
— P “\R-mq2 )’
V(R -1102)? + €202 K=MQ
Slutteligt omregnes g-veerdierne som det ovenstdende giver til de tilsvarende “almindelige” forskydninger ved at
formultiplicere med ®. Dette implementerer vi i MATLAB som:

KTilde = Phi’ * K * Phi;
FTilde = Phi’ * F;

gPart = zeros(dof, N);
for jj=1:dof

Bj = FTilde(jj,1)/sqrt((KTilde(jj,jj) - MTilde(jj,jj)*Omega~2)~2
+ CTilde(jj,jj) ~2*Omega~2) ;
epsj=atan2(CTilde(jj,jj) * Omega, (KTilde(jj,jj) - MTilde(jj,jj) * Omega~2));
gPart(jj,:) = Bj * cos(Omegaxt-epsj);
end
dPart = Phi * gPart;

figure; plot(t, dPart(1,:))
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Hvilket givet plottet pa Figure 0.7 nar det kores.

i 1 1 f \ ) ——DoF1 |
Ly oor |

| | (A | | |

| [l I | \ | I I I I |

A A A
T N A O O B (R
L {1 e 1 L O O

|

A f', / / / I /
\\ |

Flytning (m)

1 ]

I I | I I |

Wootowo | VTR

| L I/ /A /. | 1 || | || YV
aol WU

|
O R R [ T [ N R T |
/A /A |
0.06 I !
° 5 10 15
Tid (s)

Figur 0.7: Plot der viser den partikuleere del af d; og d>.

Vi beholder nu kun den forste mode og modaltrunkerer resten som:

modeToKeep = 1;

dPartTrunc Phi(:, modeToKeep) * gPart(modeToKeep, :);

figure; plot(t, dPartTrunc(l,:), t, dPartTrunc(2,:))
xlabel(’Tid (s)’); ylabel(’Flytning (m)’)
legend (°DOF1 m. trunk.’, ’DOF2 m. trunk.’)

figure; plot(t, dPart(l,:), t, dPartTrunc(l,:), t, dPart(2,:), t, dPartTrunc(2,:))

xlabel(’Tid (s)’); ylabel(’Flytning (m)’)
legend(°DOF1’, ’DOF1 m. trunk.’, ’DOF2’, ’DOF2 m. trunk.’)

Hvilket giver de to plots pa hhv. Figure 0.8 og Figure 0.9.

Dynamik og Vibrationer
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Figur 0.8: De to trunkerede losninger.
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0.06

0.04

0.02

Flytning (m)
o

-0.02

-0.04

-0.06 L

——— DOF1 il
——— DOF1 m. trunk. ||
DOF2

——— DOF2 m. trunk.

{{I I

‘ \
‘ | nl
|

iRk

Tid (s)

Figur 0.9: Do to trunkerede lesninger samt de to ikke-trunkerede lgsninger.

Lecture 10: Tvungen Svingning af MDOF-systemer (del II)

Problem 10.1

11.-18. November 2025

Impementer Newmark-metoden (eksempelvis i MATLAB) og valider implementeringen. Hvorledes kan denne

validering realiseres?

Lecture 11: Modellering af Diskrete Systemer
Problem 11.1

Vi betragter det viste bjelkesystem, der skal analyseres som
et aekvivalent SDOF-system med den transverse bevagelse af
punktmassen m ved x = a som frihedsgraden. En deempnings-
mekanisme er pafert som vist, og systemet pavirkes i punktet
x = 2a af en ekstern kraft F(#). Bjelken, der er uniform samt
masse og dempningsles, har leengden L = 3a, arealinertimo-
mentet [ samt elasticitetsmodulet E.

a) Bestem stivheden af det akvivalente SDOF-system, kegq,
angivet med hensyn til E, I og L.

b) Bevis, atden eksterne kraft i det aekvivalente SDOF-system
bliver .
Feq(t) = gF(t).

Det oplyses nu, at vi (i SI-enheder) har F(¢) = 300, EI = 100,
L=2,m=3,c=10samt dy = dg =0.
3. Er det &kvivalente SDOF-system underkritisk, kritisk eller
overkritisk deempet?

4. Bestem den stationeere flytningsrespons i det eekvivalente
SDOF-system.

5. Bestem den stationeere accelerationsrespons i det akviva-
lente SDOF-system.

Dynamik og Vibrationer

18. November 2025

— o
7 c @A
%A
L a L L a L
1 7 A 7
31 0f33



Noah Rahbek Bigum Hansen Exercises

1. december 2025

Problem 11.2

Vi betragter det viste system, hvori bjeelken er masselos of uni-
form og har leengden L = 24, arealinertimomentet I samt elasti-
citetsmodulet E. En punktmasse med sterrelsen m er placeret

\
N

T

a

ved x = a, og en punktmasse med stgrrelsen m er placeret ved
X = 2a. Systemet skal analyseres som et 2DOF-system, hvori d;
og dp udgoer frihedsgraderne. Bjeelken skal behandles som en
Euler-Bernoulli-bjeelke.

a) Opstil stivheds- og massematricen (hint: anvend
D’Alemberts princip).

b) Bevis, at de udeempede vinkelegenfrekvenser er givet ved

6E1
Tmas

6E1
Tmasd

w1 = (9—\/7_4), w2 = (9+\/ﬁ).

Lecture 12: Svingning af rumligt kntinuerte systemer (del I)

Problem 12.1

25. November 2025

Vi betragter den viste stang, der er rumligt kontinuert og uni-

form. Stangen, der har leengden L, tveersnitsarealet A, elastici- R
tetsmodulet E og massedensiteten p, dissiperer ikke energi.

a) Angiv de geeldende randbetingelser.
b) Bestem stangens egenfrekvenser.

¢) Bestem stangens egensvingningsformer.

Lecture 13: Svingning af rumligt kontinuerte systemer (del II)

Problem 13.1

Vi betragter transversalsvingning af den viste bjeelke, der er rum-
ligt kontinuert og uniform. Bjeelken, der har leengden L, tveer-
snitsarealet A, arealinertimomentet I, elasticitetsmodulet E og
massedensiteten p, dissiperer ikke energi.
a) Angiv de geeldende rangbetingelser i forhold til transver-
salsvingning.
b) Bestem egenfrekvenserne associeret med bjeelkens trans-
versalsvingning.

c) Bestem de tilhgrende egensvingningsformer.

2. December 2025

Dynamik og Vibrationer
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Problem 13.2

Bevis at beveegelsesligningen for vridningsegensvingning af en to-dimensionel, uniform bjzelke er

06 G 0%6

otz p ox?
hvori 8 = 0(x, ) er vridningen, G er forskydningsmodulet, og p er massedensiteten. Hint: Lad T = T'(x, t) veere
virdningsmomentet og I, det polere inertimoment, s& gelder T = GI p%.

Problem 13.3

Vi betragter vridningssvingning af den viste bjalke, der er rum- \
N

7207

ligt kontinuert og uniform. Bjeelken, der har leengden L, arealet
A, det polere inertimoment I, forskydningsmodulet G og mas- L

=
=

sedensiteten p, dissiperer ikke energi.
a) Angiv de geeldende randbetingelser i forhold til vridnings-
svingning.
b) Bestem egenfrekvenserne associeret med bjeelkens vrid-
ningssvingning.

c) Bestem de tilhgrende egensvingningsformer.
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